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"Ora, a fé é o �rme fundamento das coisas que

se esperam,e a prova das coisas que se não veem"

Hebreus 11:1



"Triste época! Mais fácil desintegrar

um átomo do que um preconceito"

Albert Einstein (1876 - 1955)
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Resumo

Avanços nas técnicas de crescimento têm tornado possível a fabricação de estruturas se-

micondutoras unidimensionais em escala nanométrica, chamadas �os quânticos. O interesse

nestas estruturas tem crescido bastante, devido a suas aplicações em dispositivos eletrônicos e

sua química ser facilmente manipulável. Em particular, investigamos neste trabalho proprieda-

des ópticas e eletrônicas de portadores con�nados em �os quânticos core-shell Tipo-I levando

em consideração as contribuições de potenciais devido a descontinuidade das constantes dielé-

tricas dos materiais do core (ε1) e shell (ε2). Primeiramente estudamos os efeitos do potencial

de auto energia sobre os potenciais de con�namento e estados ligados de portadores e em se-

guida efeitos de interações de excitons com cargas imagens. O modelo empregado está baseado

na aproximação de Born-Oppenheimer e é consistente com o formalismo da teoria da massa

efetiva e da função envelope. A equação de Schrödinger independe do tempo que descreve o

movimento dos portadores considera a anisotropia da massa efetiva por meio do operador de

energia cinética proposto por BenDaniel e Duck. Os resultados obtidos mostram que o efeito do

potencial de auto energia modi�ca fortemente potenciais de con�namento em estruturas com

εr < 1, criando cúspides que atraem portadores para a região interfacial do �o alterando suas

propriedades eletrônicas e ópticas, enquanto que em estruturas com εr > 1 o potencial de con�-

namento é suavizado nas regiões interfaciais causando um aumento na energia dos portadores.

Com o curto espaçamento entre elétrons e buracos devido ao con�namento cilíndrico, a energia

de ligação de excitons em �os quânticos é pequena, da ordem de algumas dezenas de meV para

os �os estudados neste trabalho, e correções devido a cargas imagens obtidas foram da ordem

de algumas unidades de meV.



Abstract

Advances in growth techniques have made possible the fabrication of nanometer-scale one-

dimensional semiconductor called quantum wires (NW). The interest in these structures has

grown due to its applications in electronics and chemistry easily manipulated. In particular, we

investigate optical and electronic properties of carriers con�ned in type-I core-shell quantum

wires taking into account the contributions of the self potential energy due to discontinuity

of dielectric constants of the core (ε1) and shell (ε2) materials. First, we studied the e�ects

of the self energy potential on the con�nement potential and bound states, and then, the

e�ects of the interactions between exciton and image charges. The model used is based on

the Born-Oppenheimer approximation and is consistent with the envelope function formalism

and the e�ective mass theory. The time independent Schrödinger equation describing the

motion of carriers. Considers the anisotropy of the e�ective mass through the kinetic energy

operator proposed by BenDaniel and Duck. The solution is obtained by numerical discretization

techniques based on �nite di�erences. The results show that the e�ect of self energy potential

strongly modi�es the electronic structures of the NW by varying the energy of recombination

of carriers at several tens of meV . In addition, the ideal model for quantum wires is not valid

for structures where εr < 1, due to the con�nement of carriers in the interfacial region.
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sition
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Breve Histórico

Em 1947 foi criado o primeiro transistor com base em materiais semicondutores da história.

Este dispositivo foi fabricado por Bardeen, Shockley e Brattain e �cou conhecido como transis-

tor de ponto. Também nesta época foi criado o primeiro circuito integrado (CI) feito por Jack

S. Kilby [1]. Na Figura 1.1 a esquerda, os pesquisadores que desenvolveram o primeiro tran-

sistor (no centro) e a direita o primeiro CI. Por meio dos avanços tecnológicos obtidos, tem-se

hoje dispositivos eletrônicos extremamente e�cazes. Caracterizações físicas mostram que estes

sistemas em escala nanométrica apresentam propriedades ópticas e de transporte de grande

importância para aplicação promovendo um grande crescimento na fabricação de dispositivos

eletrônicos.

( a ) ( b ) ( c )

Figura 1.1: (a) Os cientistas John Bardeen (em pé a esquerda), Walter Houser Brattain (em pé

a direita) e William Bradford Shockley (sentado) em um laboratório - (b)- Primeiro Transistor

produzido com base em semicondutores na história da tecnologia fabricado por Bardeen, Brat-

tain e Houser e (c) Primeiro Circuito Integrado produzido e desenvolvido por Jack S. Kilby,

ambos em meados do século passado. [1].
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Gordon Moore, um dos fundadores e atual diretor emérito da Intel, fez uma previsão em

1965 que a cada dois anos, o aumento da capacidade de processamento dos computadores

dobraria, isso o levou a prever que esta tendência deveria continuar ao longo dos anos. Este

fato foi denotado com a lei de Moore. Hoje obsevar-se que estes valores estão dobrando, em

média, a cada dezoito meses [2]. A Figura 1.2 ilustra a previsão feita por Moore (linha azul) e

o que vem acontecendo ao longo dos anos com os processadores (linhas verde e vermelha).

Figura 1.2: Representação grá�ca da lei de Moore. A duplicação do poder de processamento

em um circuito integrado ocorre a cada dois anos. [3].

No �nal da década de 60, os pesquisadores Tsu e Esaki [4, 5] propuseram um trabalho

teórico inovador no estudo de sistemas heteroestruturados e materiais compostos por diferentes

semicondutores. Este trabalho possibilitou abertura de inúmeras pesquisas que até nos dias de

hoje trazem grandes avanços. Técnicas como MBE [6] (Molecular Beam Epitaxy), MOCVD [7]

(Metalorganic chemical vapor deposition), CVD [8] (Chemical vapor deposition) além de VLS

[9] (Vapor-liquid-solid) constituem a vanguarda de crescimento de materiais semicondutores.

Uma pesquisa realizada no site de busca de papers, Science Direct, nos revela que pelos

últimos 40 anos, publicou-se em revistas e periódicos mais de 310.000 trabalhos baseados em

materiais semicondutores. Dentre estes, mais de 30.000 publicações descrevem alguma propri-

edade de �os quânticos.

A Figura 1.3 ilustra duas aplicações de dispositivos eletrônicos utilizando semicondutores,

à esquerda, laser para transmissão de dados através de propriedades ópticas e à direita um

processador da Intel hexa-core.

Os trabalhos experimentais têm mostrado o crescimento de heteroestruturas longitudinais,

investigando propriedades ópticas destes materiais [11, 12, 13, 14]. Trabalhos teóricos tem

por interesse a investigação de propriedades eletrônicas dos portadores, ópticas e estados de

impurezas. Os métodos mais empregados na literatura baseiam-se em: cálculo ab initio, tight

binding (ligação forte), k · p e aproximação da massa efetiva com base na função envelope

[15, 16, 17].
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Figura 1.3: Importantes aplicações tecnológicas de semicondutores. Esquerda, fonte de laser

multicores e direita, processador intel xeon com seis núcleos físicos. Crédito de [10]

1.2 Bandas de Energia

Para a compreensão dos mecanismos responsáveis pela corrente elétrica em materiais se-

micondutores, e suas aplicações na nanotecnologia, é necessário um estudo das estruturas de

bandas destes materiais. Elétrons em um átomo isolado tem estados quânticos estacionários

caracterizados por níveis de energia quantizados e discretos, que por sua vez corresponde aos

orbitais atômicos 1s, 2s, 2p, 3p, 3d,..., de modo a satisfazer o princípio de exclusão de Pauli.

Em um átomo isolado o cálculo é baseado na equação de Schrödinger, e a solução é exata para

elementos de baixo número atômico. Em um sólido, onde existe um grande número de átomos

próximos, o cálculo exato se torna muito complicado, pois há interação dos elétrons de cada

átomo com os elétrons dos átomos vizinhos e interação dos elétrons com os núcleos dos átomos

vizinhos, além de interações entre núcleos e «ucleos. Um elétron que está no nível 1s de um

desses átomos também pode ocupar este mesmo nível em outro átomo, ele irá ter duas funções

de ondas distintas que descreverão estes dois estados possíveis, porém compartilhando a mesma

energia, ou seja, terão uma dupla degenerescência. A degenerescência é ′′quebrada′′ quando são

aproximados vários átomos, assim formando uma banda de energia quase contínua.

Por haver uma grande quantidade de átomos (N ∼ 1023cm−3) dispostos periodicamente

na estrutura cristalina, os estados energéticos se distribuem por meio de faixas contínuas de

energia, que se separam uma das outras por faixas de energias proibidas. Os estados de energia

permitidos, são de�nidos como bandas de energia, os estados de energia proibidos, é o gap,

conforme mostra a Figura (1.4).

Semicondutores à temperatura de 0 K, se comportam como isolantes, tendo todos os es-

tados de energia permitidos abaixo do nível de Fermi ocupados e todos os estados de energia

permitidos acima do nível de Fermi desocupados. Os estados de energias menores que a energia

de Fermi são localizados em bandas denominadas banda de valência. Enquanto os estados

com energia maior que a energia de Fermi são localizados em bandas de�nidas como banda

de condução. O gap do semicondutor é a energia correspondente à diferença entre a energia

do topo da banda de valência, e o mínimo da banda de condução, e a energia de Fermi em um

semicondutor intrínsico 1 é a energia do centro do gap [18].

1Semicondutor intrínseco é um semicondutor puro, livre de dopagem.
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Figura 1.4: (a) Formação das bandas de energia devido à aproximação de um grande número

de átomos em um sólido semicondutor (b) Bandas de energia em um semicondutor. As regiões

hachuradas ilustram a ocupação dos elétrons com T > 0K.

A Figura 1.4 (a) ilustra os estados de energia permitidos para o preenchimento das bandas

em um semicondutor quando aproximado um grande número de íons. A Figura 1.4 (b) repre-

senta a ocupação das bandas de energia com a temperatura T > 0K, da energia versus o vetor

de onda k.

1.3 Aproximação Adiabática

Para compreendermos as propriedades eletrônicas de materiais semicondutores é necessário

examinar o comportamento dos elétrons que estão em seu interior, quando submetidos a campos

externos. Para descrevermos um sistema de muitos corpos, inicialmente iremos negligenciar a

interação spin-órbita e outras contribuições relativísticas [18, 19].

Um cristal ideal consiste de um conjunto in�nito de íons localizados próximos dos sítios da

rede e um gás de elétrons que se movem no campo dos íons. As propriedades básicas do cristal

dependem da dinâmica destes sistemas interagentes e a resolução deste problema depende da

solução da equação de Schrödinger, a qual inclui as interações elétron - elétron, elétron - íon e

íon - íon. Então introduzimos interações que nos permitem encontrar soluções correspondentes

a diferentes aspectos do comportamento do cristal: movimento eletrônico, movimento iônico e

suas interações com várias pertubações incluindo campos externos.

A equação de Schrödinger completa, para n elétrons e N íons, escrita em termos das coor-

denadas eletrônicas, r1, r2, r3, ..., rn e das coordenadas iônicas R1, R2, R3, ..., RN é:[
−

n∑
i=1

h̄2

2mi

∇2
i−

N∑
k=1

h̄2

2Mk

∇2
k +

n∑
i<j=1

1

4πε0

e2

|ri − rj|
+

N∑
I<j

1

4πε0

ZIZJe
2

|Ri −Rj|
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−
n,N∑
i,I

1

4πε0

ZIe
2

|RI − ri|

]
Ψ (r1, ..., rn, R1, ..., RN) = EΨ (r1, ..., rn, R1, ..., RN) , (1.1)

onde o primeiro termo representa a energia cinética de elétrons, o segundo a energia cinética de

íons, o terceiro a energia potencial de interação Coulombiana entre elétron - elétron, o quarto

termo representa a energia potencial de interação Coulombiana íon - íon e o quinto termo a

energia potencial de interação Coulombiana entre elétron e íon. |ri − rj|, |RI −RJ |, |RI − ri|
são respectivamente, as distâncias entre o elétron i e o elétron j; o íon I e o íon J e entre íon

I e o elétron i. Nesta equação, a interação spin-órbita é omitida.

Como a massa do elétron é menor que a massa do íon por um fator de aproximadamente

1/1800 (mi ≈ 1.8 × 10−3MI) a energia cinética do elétron é muito maior que a dos íons. A

distribuição eletrônica ajusta-se continuamente com as posições dos íons, que em qualquer ins-

tante pode ser considerado a mesma, como se os íons estivessem em repouso. Esta hipótese

é chamada de aproximação adiabática (Born e Oppenheimer 1927) [20]. Pode ser expressa

escrevendo a função de onda Ψ (r1, ..., rn, R1, ..., RN) como um produto de funções de coordena-

das eletrônicas (r1, ..., rn, R1, ..., RN), representada coletivamente por r e as coordenadas iônicas

representada coletivamente por R:

Ψ (r,R) = ψ (r,R)ϕ (R) (1.2)

onde ψ (r,R) é a autofunção eletrônica, que dependem da coordenada r dos elétrons e a coor-

denada R dos íons, aparecendo como um parâmetro �xo. Esta autofunção satisfaz a equação

de Schrödinger eletrônica:

[
−

n∑
i=1

h̄2

2mi

∇2
i−

n∑
i<j=1

1

4πε0

e2

|ri − rj|
−

n,N∑
i,I

ZI
4πε0

e2

|RI − ri|

]
ψ (r,R) = Ee(R)ψ (r,R) , (1.3)

onde Ee(R) é a energia dos elétrons, ou seja, auto-valores eletrônicos, que depende da coorde-

nada R. A função ϕ(R) é a autofunção iônica e satisfaz a equação:[
−

N∑
I=1

h̄2

2MI

∇2
I + Φ (R)

]
ϕ (R) = Eϕ (R) (1.4)

onde:

Φ (R) = Ee +
N∑
I<j

ZIZJ
4πε0

e2

|Ri −Rj|
(1.5)

é a energia potencial efetiva dos íons e E é a energia total. A eq. (1.4) é a equação de

Schrödinger iônica e surge da substituição da eq. (1.2) na eq. (1.1).

As coordenadas iônicas R na eq. (1.4) são arbitrarias. Se os ions ocupam a posição R0

de equilíbrio da estrutura cristalina, o potencial de interação elétron-ion torna-se um potencial
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periódico, com a periodicidade da rede cristalina. O número de termos que contém a eq.

(1.4) é muito menor que o número de termos que aparecem na eq. (1.1), entretanto, mesmo

com a aproximação adiabática, a solução exata da eq. (1.4) não é possível, tendo em vista

o grande número de termos restantes. Consideramos então que os elétrons sejam partículas

indistinguíveis e independentes (aproximação do elétron independente), e que cada elétron se

move sob in�uência de um potencial médio Vcr(r), o qual descreve as interações elétron-íon.

Assim, o movimento de um único elétron pode ser descrito por meio da equação de Schrödinger:(
p2

2m0

+ Vcr (r)

)
ψn,k (r) = En,kψn,k (r) , (1.6)

Em uma estrutura cristalina ideal, o potencial Vcr(r) é periódico, e a função de onda descreve

um estado de Bloch:

ψn,k (r) = eikrun,k (r) , (1.7)

onde eik.r é uma função de onda plana, e un,k (r) é uma função de Bloch, que tem periodicidade

da rede cristalina (un,k (r) = un,k (r + R)) e descreve o comportamento da função de onda dentro

de uma cela unitária. Substituindo a eq. (1.7) na eq. (1.6), temos que:(
− h̄2

2m0

∇2 + Vcr (r) +
h̄2k2

2m0

+
h̄

m0

k.p

)
un,k (r) = En,kun,k (r) , (1.8)

onde indenti�camos o operador Hamiltoniano como:

H =

(
− h̄2

2m0

∇2 + Vcr (r) +
h̄2k2

2m0

+
h̄

m0

k.p

)
, (1.9)

Se tomarmos o centro da zona de Brillouin, ponto Γ (k = 0), a solução para a eq. (1.8) forma

um conjunto completo de função un,0 (r) (para n=1,2,3,...), o que nos permite calcular a função

de onda para qualquer k 6= 0 como uma combinação linear das funções de Bloch.

un,k (r) =
∞∑
n′

cn,n′un′,0 (r), (1.10)

onde o coe�ciente cn,n′ , é conhecido como função envelope [21].

Como o interesse é focado no estudo de elétrons que estão localizados na banda de condução,

a qual é bastante afastada da banda de valência, (exceto para semicondutores de gap estreito)

podemos adotar simpli�cações e estudar o modelo de uma banda. Assim, a função de onda

para um estado excitado de um elétron na banda de condução é formado por uma função de

Bloch e a função envelope correspondente, ou seja, o Hamiltoniano k · p é expandido em um

elemento de base dado pela eq. (1.10)

〈un,0 |Hkp| un,0〉 = En,0 +
h̄2k2

2m0

, (1.11)
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Este modelo leva a uma dispersão de energia de forma equivalente ao que ocorre no modelo

de elétrons livres. Entretanto, a região da banda de condução próximo ao ponto k = 0 tem forma

aproximadamente parabólica e a curvatura desta parábola difere do modelo de elétrons livres e

depende da composição especí�ca do semicondutor e de sua estrutura. Baseado na aproximação

da massa efetiva, esta curvatura é introduzida por meio de um parâmetro empírico chamado

massa efetiva (m∗e). A massa efetiva pode ser calculada por meio da teoria da pertubação

aplicando ao Hamiltoniano k.p. Neste sentido, o Hamiltoniano não pertubado e a pertubação

são de�nidos, respectivamente, como:

H0 = − h̄

2m0

∇2 + Vcr(r), (1.12)

e

H′ = h̄2

2m0

|k2|+ h̄

m0

k · p, (1.13)

a energia En,k de segunda ordem pertubativa é dada por:

En,k = En,0 +
∑

α=x,y,z

h̄2kα
2

2

[
1

m0

+
2

m2
0

∑
n′

∣∣Pα
n,n′

∣∣2
En,0 − En′,0

]
, (1.14)

onde o termo Pα
n,n′ é um parâmetro empírico determinado experimentalmente, e o termo entre

chaves, identi�camos como o inverso da massa efetiva:

1

m∗
=

1

m0

+
2

m2
0

∑
n′

∣∣Pα
n,n′

∣∣2
En,0 − En′,0

(1.15)

Assim, podemos descrever a dependência que a energia tem da massa efetiva pela equação:

E(k) = En,0 +
h̄2k2

2m∗
. (1.16)

de modo que o Hamiltoniano associado a energia descrita na eq. (1.16) é dado por:

H =
p2

2m∗
, (1.17)

Portanto, no caso de um cristal periódico in�nito, onde tem-se mobilidade eletrônica em

todas as direções (Bulk), a função envelope a banda de condução é uma onda plana, de acordo

com o teorema de Bloch, eq. (1.7). Do ponto de vista da cinemática de um elétron de bloch, a

aceleração, é dada por:

ak =
∂vk

∂t
=

1

h̄

∂

∂t
[∇kE(k)]
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ak =
1

h̄

∂

∂t

∂E(k)

∂t
(1.18)

onde usamos a relação vk = ∇kωk = 1
h̄
∇kE(k), ou seja, a velocidade do elétron no estado k

é igual ao gradiente no espaço recíproco da banda de energia. A aceleração pode ser escrita

como:

ak =
1

h̄

∂

∂t

∂E(k)

∂t

dk

dt
(1.19)

Assim:

ak =
1

h̄2

∂2

∂ki∂kj
· F (1.20)

onde usamos o fato que p = h̄k e F = dp/dt = h̄dk/dt. Comparando esta última equação com

o princípio fundamental da dinâmica, temos que:

F = h̄2

[
∂2E(k)

∂ki∂kj

]−1

a (1.21)

de modo que a massa pode ser expressa como:

m∗i,j = h̄2

[
∂2E(k)

∂ki∂kj

]−1

(1.22)

a eq. 1.22 representa o tensor massa efetiva de um elétron de banda, cujas componentes são:

1

mi,j

=
1

h̄2

∂2E(k)

∂ki∂kj
(1.23)

Assim, um elétron de Bloch excitado por um campo de forças externas comporta-se como

se possuísse uma massa anisotrópica, diferente da massa eletrônica de repouso me. Isto ocorre

porque a massa efetiva incorpora implicitamente os efeitos das forças internas da banda de

energia E(k). Para alguns cristais complexos as componentes não diagonais do tensor massa

efetiva são diferentes de zero. Assim, um campo elétrico aplicado em uma certa direção do cristal

pode causar aceleração eletrônica em uma direção diferente. Na maior parte dos semicondutores

o tensor massa efetiva é diagonal e em especial, nos cristais isotrópicos, o tensor se reduz a um

escalar:

m∗ =
h̄2(

∂2E(k)/∂k2

) (1.24)

Os valores teóricos encontrados para a massa efetiva 2, valem tanto para elétrons quanto para

buracos, e de modo geral, este valores são alterados conforme a estrutura cristalina, peridicidade

2Os valores das massas efetivas utilizadas neste trabalho foram retiradas da literatura descritos na Tabela

3.1.
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Figura 1.5: Representação esquemática do potencial de uma heterojunção ao longo da direção

ρ, onde Egc é o gap na região do core e Egs é o gap na região da shell , ∆Eel é o potencial que

con�na elétrons e ∆Eh é o potencial que con�na buracos.

da rede e a composição química do material. Em linhas gerais os elétrons na banda de condução

de um material são considerados partículas que se movem livre, onde a in�uência do potencial

eletrostático e as interações com os outros elétrons na introdução da massa efetiva são levados

em conta [22] 3.

1.4 Aproximação da Função Envelope

A aproximação da função envelope é um formalismo matemático que nos permite utili-

zar a aproximação da massa efetiva para estudar materiais heteroestruturados, por meio do

Hamiltoniano [23]:

H =
p2

2m∗
+ V (r), (1.25)

.

O método considera que todos os materiais que constituiem a heteroestrutura, apresentam

o mesmo tipo de estrutura cristalina e constantes de rede similares, de forma que podemos

atribuir a mesma função de Bloch para todo sistema.

Esta Aproximação se torna necessária, pois empregamos a aproximação da massa efetiva

onde foi considerado um cristal de tamanho in�nito. Para efeito de cálculo, consideraremos

agora heteroestruturas limitadas a tamanhos nanoscópicos, pois, quando levamos em conside-

ração que o sistema é limitado pelo tamanho do cristal, o elétron também é con�nado nos

3Para uma diferente abordagem à massa efetiva, o leitor pode recorrer as Referências [24, 25, 26, 27, 28].
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limites desta heteroestrutura. Esta é a razão que torna o espectro de energia quantizado em

níveis discretos na parte inferior da banda de condução.

O con�namento espacial, é de�nido pelo potencial V (r), que por sua vez é de�nido pelo

não alinhamento das bandas de energia dos materiais que formam a heterostrutura, conforme

ilustra a Figura 1.5, para o caso de �os Core-Shell, que iremos abordar neste trabalho.

Uma grande vantagem de se utilizar as aproximações da massa efetiva e da função envelope,

é a simplicidade para incluir efeitos de con�namento adicionais, tais como, campos elétricos ou

magnéticos, na descrição teórica do movimento de elétrons e buracos. Esta tarefa é muitas vezes

reduzida a introdução de um termo de potencial no Hamiltoniano da eq. 1.25. Além disso,

este formalismo facilita a solução da equação de Schrödinger por meio de técnicas numéricas

de discretização por diferenças �nitas [20, 21, 22].

1.5 Fios Quânticos

Nos últimos anos, pesquisas cientí�cas tem dado grande atenção no estudo de propriedades

eletrônicas e ópticas de nano�os semicondutores. Como dispositivos eletrônicos, �os quânticos

são ideais para circuitos ópticos integrados, devido sua alta e�ciência e o baixo consumo de

energia.

Em particular, as aplicações destas estruturas de baixa dimensionalidade em dispositivos

fotônicos e opto-eletrônicos são de grande interesse para indústria eletrônica, e muito têm se

dedicado à sua fabricação, utilizando técnicas de crescimento epitaxial, tais como deposição

por epitaxia de vapor de metal orgânico (MOVPE: Metalorganic Vapour Phase Epitaxy) [29]

, Epitaxia de feixe químico (CBE: Chemical Beam Epitaxy) [30] e epitaxia de feixe molecular

(MBE: Molecular Beam Epytaxy) [31, 32, 33], além de métodos baseados em Vapor-Líquido-

Sólido (VLP: Vapor-Liquid-Phase) [34] e deposição por vapor químico (CVD: Chemical Vapor

Deposition) [35].

Com intuito de aplicação em memórias não-voláteis, Zhu e colaboradores [11] mostraram

recentemente que de nano�os de silício (Si) envolvido por um dielétrico de alta constante dielé-

trica (high-k dielectric), como mostrado na Figura 1.7, exibem excelente operações de gravação

e limpeza além de um longo tempo de retenção e boa resistência. Isto mostra que materiais com

alta constante dielétrica, crescido ao redor de estruturas de baixa dimensionalidade continua a

atrair a atenção de pesquisadores a�m de se estender a lei de Moore [2].

Por outro lado, nano�os de diâmetros com ordem de grandeza de alguns nanômetros, e

que podemos considerar como sendo estruturas de quase 1-D, têm sido fabricados [41, 42], e

estudos de efeitos de con�namento de portadores (elétrons e buracos) têm sido demonstrados

com diferentes níveis de so�sticação [13, 16, 36, 37]. Silva e colaboradores [13] apresentaram

um estudo das propriedades de excitons em nano�os Si1−xGex cilíndricos, envolvidos por uma

matriz de silício, para as duas formas conhecidas de alinhamentos de bandas: tipo I e tipo II. O

método usado pelos autores é baseado na aproximação da massa efetiva e função envelope. Em

geral, estudos teóricos tem por base: (i) o uso da aproximação da massa efetiva, para cálculos de

níveis de energia dos portadores e da energia de ligação de excitons; (ii) solução auto-consistente
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das equações de Schrödinger e Poisson em coordenadas cilíndricas, que fornecem descrições

práticas das propriedades eletrônicas e ópticas de �os quânticos dopados [13]; (iii) métodos

baseados em cálculos de primeiros princípios (métodos ab initio) [38], que por apresentarem

altos custos computacionais, possuem limitações para estudos de nano�os com diâmetros entre

1 e 2 nm. Contudo, cálculos ab initio podem apresentar importantes informações a respeito

de alinhamentos das bandas e propriedades de dopantes [39, 40]. Outros métodos são ligação

forte (tight binding) e k · p.
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Figura 1.6: A esquerda - Fio quântico Core-Shell e a direita - Corte em perpectiva de um

nano�o no plano de con�namento, abaixo per�l do potencial ao longo de ρ.

As Figuras 1.7 e 1.8 são retiradas de trabalhos experimentais que pesquisaram �os quânti-

cos nanoestruturados, onde os principais focos são propriedades ópticas e eletrônicas para os

materiais InP e GaN. foram utilizadas técnicas de crescimento Epitaxia Metalorgânico fase de

vapor (MOVPE) e Vapor-sólido-líquido (VLS), em nano�os com diâmentro, respectivamente,

entre 10 e 20 nm.
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c D

Figura 1.7: Fios Quânticos (a) Imagem SEM para o material GaAs com o raio do �o igual

à 50 nm crescidos com técnicas LCG, [41](b) Imagem SEM para o material GaP com o raio

do �o igual à 50 nm crescidos com técnicas LCG, [41] (c) Imagem TSEM para o nano�o

AlGaAs, crescimento perpedicular de Al (Alumínio) , Ga (Gálio), As (Arsênio) e O (Oxigênio),

respectivamente, barra de referência igual a 50 nm crescido com técnicas MBE, [42] e (d)

Imagem de AFM de um nano�o de Si sobre o substrato de Au (Ouro) com raio de 10 nm

crescidos com técnicas VLS, [35]
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(a) (b)

(c ) (d)

(e) (f) (g)

Figura 1.8: (a) Esquema de montagem de um nano�o em 3D (corte ao longo da direção da

largura do canal do �o quântico) nano�o de Si coberto com uma camada de óxido, funcionando

com armadilha para o elétron, (b) Microscopia eletrônica de transmissão da seção transversal

em nano�o de Si, (c) Fio quântico Core-Shell de Ge/Si, respectivamente, com efeito de dopagem

(d) Imagem de TEM de um �o Core-Shell de Ge/a-Si (Germânio com silício amorfo) na parte

superior, e Ge/c-Si (Germânio com carbeto de silício) na parte inferior, (e) Imagem HRTEM de

Ge/a-Si para um semicondutor do tipo-n (f) Imagem HRTEM de Ge/c-Si para um semicondutor

do tipo-n e (g) Esquema de montagem de um nano�o tipo-n de Ge/c-Si. [11, 12].
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1.6 Potencial de Con�namento

O potencial de con�namento de portadores surge devido ao não alinhamento das bandas

de energia nestes que formam a heteroestrutura. Como as bandas de energia nestes materiais

estão separadas por diferentes gaps, o desalinhamento das bandas atraem portadores para a

região onde o potencial é menor. A fração Qe, que de�ne o quanto da diferença entre os gaps

con�na elétrons, é chamado de band-o�-set de condução, enquanto a fração Qh é chamado

de band-o�-set de valência, e de�ne o quanto da diferença entre os gaps con�na buracos. O

band-o�-set é um parâmetro obtido de resultados experimentiais e pode ser calculado também

por meio da a�nidade eletrônica em referência ao nível de vácuo.

O con�namento dos portadores pode ocorrer em uma, duas ou três dimensões, conforme

mostrado na Tabela 1.1. Em uma dimensão, o sistema tem dois graus de liberdade (2-D) como

ocorre em poços quânticos, e a ideia de 2-D se dá pela quantidade de dimensões livres para

mobilidade dos portadores. Quando temos con�namento em duas dimensões, temos mobilidade

eletrônica em 1-D, tais como ocorre em �os quânticos ou nano�os e, por �m, quando temos

con�namento em todas as direções, os portadores tem zero grau de liberdade, 0-D, assim como

ocorre em pontos quânticos, os quais as vezes são chamados de átomos arti�ciais, pelo fato das

energias dos elétrons serem quantizadas e a carga total ser restrita a um pequeno número de

elétrons, da mesma forma que ocorre em átomos [43].

Tabela 1.1: - Número de grau de con�namento e o graus de liberdade para diferentes heteroes-

truturas [28]

Sistema Gconf Gliber

Bulk 0 3

Poço Quântico 1 2

Fio Quântico 2 1

Ponto Quântico 3 0

Podemos observar na Tabela acima que a regra matemática Gconf + Gliber = 3 é mantida,

estando de acordo com o con�namento para cada tipo de heteroestrutura.

Como visto na Figura 1.5, pode-se observar a seguinte igualdade:

Egs − Egc = ∆Eel + ∆Eh, (1.26)

onde Egs é o gap na região do shell, Egc é o gap na região do core, ∆Eel é o potencial que

con�na elétrons e ∆Eh é o potencial que con�na buracos.

O potencial que con�na elétrons (∆Eel) e buracos (∆Eh) pode ser obtido por meio da razão:

∆Eel + ∆Eh
∆Eel + ∆Eh

=
∆Eel

∆Eel + ∆Eh
+

∆Eh
∆Eel + ∆Eh

= 1, (1.27)
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onde de�nimos:

Qc =
∆Eel

∆Eel + ∆Eh
, (1.28)

Qv =
∆Eh

∆Eel + ∆Eh
, (1.29)

O band-o�-set em função das energias de gap dos materiais pode ser expresso:

Qc =
∆Eel

Egs − Egc
, (1.30)

Qv =
∆Eh

Egs − Egc
, (1.31)

Assim os potenciais de con�namento podem ser calculados em função do band-o�-set e dos

gap's [43, 44, 45]:

∆Eel = Qc(Egs − Egc), (1.32)

∆Eh = Qv(Egs − Egc). (1.33)

1.7 Excitons

Em temperatura ambiente, um semicondutor possui banda de valência parcialmente

preenchida e banda de condução parcialmente vazia, conforme ilustrado na Figura 1.4 (b). A

excitação térmica que promove um elétron para a banda de condução deixa no topo da banda de

valência uma vacância, que se comporta como uma partícula carregada positivamente, denomi-

nada lacuna, ou buraco. Entretando na banda de condução o elétron não está completamente

livre para produzir uma corrente eletrônica, e sim ligado ao buraco da banda de valência por

meio de interação Coulombiana. O par de partículas elétron-buraco recebe o nome de exciton,

e uma das condições a ser satisfeita para a existência do exciton é que a velocidade de grupo

dos portadores devem ser iguais [46].

Na literatura encontramos dois tipos de exciton, o exciton de Frenkel [47, 48] e o exciton

de Wannier - Mott [49, 50]. A interação elétron-buraco do exciton de Frenkel é conhecida

como interação forte, pelo fato do elétron orbitar a carga positiva (buraco), semelhante ao

átomo de hidrogênio. O exciton de Wannier - Mott é de ligação fraca 4,e é mais comum em

semicondutores. A Figura 1.9 ilustra um modelo esquemático de um exciton de Frankel e um

exciton de Wannier - Mott.

Em um material bulk a energia total de exciton é dada simplesmente pela diferença entre a

energia do gap e a energia de ligação, isso porque o elétron em um bulk ocupa o topo da banda

4Neste trabalho é utilizado o exciton de Wannier-Mott.
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Exciton de Wannier - Mott

Exciton de Frenkel

Figura 1.9: - Representação do exciton de Wannier - Mott, e exciton de Frenkel.

de valência e passa a ocupar o mínimo da banda de condução, ao contrário de heteroestruturas

con�nadas onde os portadores não ocupam a região de máximo e de mínimo das bandas de

valência e condução, respectivamente. Assim, a energia total de exciton em um bulk é dada

por:

Eexc = Eg − |Eb| (1.34)

já para materiais heretoestruturados é dada:

Eexc = ER − |Eb| (1.35)

onde ER é conhecido como energia de recombinação e é descrito pela equação:

ER = Eg + Eel + Eh (1.36)

Podemos observar que a energia total de exciton depende diretamente do tipo de hetero-

estrutura que o semicondutor é crescido. Isso ocorre pelo fato da energia depender do grau

de con�namento dos portadores e de sua mobilidade. Analogamente ocorre com a energia de

ligação, que também depende do tipo de estrutura con�nante e de seus graus de liberdade [24].

1.8 Efeito Aharonov-Bohm

Abordaremos em nosso trabalho o problema de um elétron em um �o quântico sob in�uência

de um campo magnético externo, por isso se faz necessário fazer uma breve abordagem sobre
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o efeito Aharanov-Bohm, que vem sendo discutido amplamente nos últimos anos para sistemas

com simetria cilíndricas [51, 52, 53].

Caminho 1

Caminho 2

B 0¹
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p
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Figura 1.10: Ilustração da experiência proposta por Aharonov-Bohm. Entre duas fendas é

aplicado um campo magnético B, sendo diferente de zero somente na região interna ao campo

aplicado, porém o potencial vetor (indicado pelas linhas sólidas) é diferente de zero em todo o

espaço, com simetria cilíndrica, causando efeitos opostos no caminho 1 e 2.

A Figura 1.10 ilustra um esquema de montagem da experiência de Aharanov-Bohm com

dupla fenda, os feixes de elétrons podem tomar dois caminhos possíveis para atingir o anteparo

gerando um padrão de interferência. Entre as duas fendas é colocado um material (imã perma-

nente ou um solenóide) cilíndrico que gera um campo magnético B apenas em seu interior. Os

possíveis caminhos dos elétrons estão na região onde o campo é nulo.

Mesmo sem a presença do campo magnético no caminho onde os elétrons passam, existe

um potencial vetor A nesta região, dado por: B = ∇×A = 0, fazendo com que o momento do

elétron neste sistema assuma que p→ p− qA. Tomando o campo magnético do material como

B = Bk̂, o potencial vetor pode ser expresso por um gauge simétrico expresso por A = 1
2
Bρêθ.

Observando a Figura 1.10, o potencial vetor aponta para o mesmo sentido que o caminho 2, e

no sentido oposto ao caminho 1, isso implica que os elétrons que passam pelo caminho 1 terão

o seu momento p diferente dos elétrons que passam pelo caminho 2, este fato altera o padrão

de interferência gerado no anteparo. Esta diferença observada no anteparo devido a aplicação

do campo magnético do material, dá-se o nome de efeito Aharanov-Bohm [56].

Nesta abordagem, escolhemos um potencial vetor com gauge especí�co, contudo, descrições

mais amplas que mostram que este efeito não depende da escolha do gauge para o potencial

vetor podem ser vistos nas referências [25, 54, 55, 56].

Nesta dissertação, estudamos uma oscilação Aharonov-Bohm modi�cada, onde as oscilações

nas autoenergias de um elétron em um nano�o submetido a um campo magnético externo,

aplicado na direção perpedicular ao plano do �o quântico. Veremos estes resultados no capítulo
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três, que se devem a mudanças de fase na função de onda quando o �uxo magnético φ, passa

através do nano�o e alcança o �uxo magnético quântico φ0. Esta alteração no �uxo magnético

faz com que o sistema assuma uma periodicidade para este novo �uxo. Esta mudança de fase

acarreta uma troca periódica de momento angular quando variado este �uxo magnético [57].

1.9 Escopo e objetivo da Dissertação

Neste trabalho pretende-se estudar materiais nanoestruturados, compostos por vários ma-

teriais semicondutores e dielétricos utilizando a metodologia baseada na aproximação da massa

efetiva e função envelope. O estudo tem como foco principal heteroestruturas de �os quânticos

do tipo Core-Shell, como a ilustrada na Figura 1.6, os quais têm recebido destaque especial

pelas suas ricas propriedades intrínsecas, bem como pelos seus potenciais para fabricação de

novos dispositivos.

A presente dissertação divide-se em cinco capítulos e um apêndice, sendo o primeiro esta

introdução, onde foi dissertado um pouco do contexto histórico dos semicondutores, e as apro-

ximações utilizadas, bem como as principais de�nições de sistemas de baixa dimensionalidade

e exciton.

No segundo capítulo, foi descrito o modelo teórico utilizado para os cálculos das energias

de ligação, energia de recombinação e energia total de exciton, aplicando campo magnético na

direção do eixo z, neste capítulo também foi realizada a discretização da equação de Schrö-

dinger por meio de técnicas de diferença �nitas, para obteção das autofunções do operador

Hamiltoniano e suas autoenergias.

No capítulo três, foi exposto os resultados para as energias dos portadores, considerando as

contribuições do potencial de auto energia. Este potencial é devido ao mismatch das constantes

dielétricas, que causam uma polarização no meio dielétrico. Em sistemas onde εr < 1, o efeito do

potencial de auto energia modi�ca consideravelmente o per�l do potencial, criando cúspides na

região de interface, podendo ter con�namento interfacial de alguns portadores. Analizamos as

energias dos portadores em regiões negativas, observado apenas quando considerado o potencial

de auto energia Σi(ρi) e o espalhamento das funções de ondas. Realizamos os cálculos das

projeções do buraco leve sobre o elétron e buraco pesado sobre o elétron analisando as transições

ópticas e eletrônicas conhecidas como overlap das funções de onda. Ainda neste capítulo �zemos

uma proposta teórica para con�namento interfacial dos portadores, alterando os parâmetros

dos materiais, esta proposta foi obtida utilizando Si e GaN na região core do nano�o.

No capítulo quatro encontramos os valores das energias de ligação e a energia total de

exciton para os nano�os de AlGaAs/GaAs, GaAs/ZnSe, GaN/HfO2, Si/HfO2 e Si/SiO2. Os

cálculos foi obtidos atráves de três aproximações, AP0, AP1 e AP2, os resultados indicam que

não é viável negligenciar os efeitos causados pelas cargas imagens em sistemas onde εr < 1.

E por �m no capítulo cinco, descrevemos as conclusões dos trabalho e algumas perspectivas

futuras que são possíveis apartir dos resultados deste trabalho.

No apêndice foi descrito o modelo teórico para os potenciais de auto energia (AP1) e a

correção para a energia de ligação (AP2).



Capítulo 2

Modelo Teórico

Fios quânticos com dimensões de alguns nanômetros vem sendo fabricados com as mais

diversas técnicas de crescimento de materiais [6, 8, 9]. Com isso, efeitos de con�namento de

portadores em nano�os também vem sendo reportados na literatura com as mais so�sticadas

técnicas teóricas [13, 37]. Neste capítulo, será desenvolvido o modelo teórico usado para des-

crever as propriedades eletrônicas de portadores con�nados em �os quânticos core-shell tipo

I, que será empregado no presente trabalho. O modelo está baseado na aproximação Born-

Oppenheimer (aproximação adiabática) e também é consistente com o formalismo da teoria

da massa efetiva e com a função envelope. A equação de Schrödinger independente do tempo

que descreve o movimento das partículas, considera a anisotropia da massa efetiva por meio

do operador de energia cinética proposto por BenDaniel e Duck [58]. A solução é obtida por

técnicas numéricas de discretização, baseada em diferenças �nitas. A energia de ligação do

exciton é calculada usando método variacional. Além disso, efeitos de campos magnéticos são

considerados no modelo que será desenvolvido neste capítulo. A aproximação da massa efe-

tiva e o formalismo da função envelope foram escolhidos como técnica teórica neste trabalho,

tendo em vista a simplicidade do modelo e por fornecer funções de fácil discretização e soluções

numéricas que não demandem grande força computacional, como ocorre com modelos teóricos

baseados em cálculo ab initio, método k · p, entre outros.
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2.1 Introdução

Neste capítulo, investigaremos heteroestruturas com simetrias cilíndricas formadas por um

nano�o localizado em uma região que denominamos de core, e envolvido por um material

dielétrico com diferente constante dielétrica, localizado em uma região que denominamos de

shell, conforme é ilustrado na Figura 2.1. A interface entre a região core e a região shell é

considerada abrupta em todo o trabalho, de forma que os parâmetros (gap, massa efetiva,

constante dielétrica) variam abruptamente do material que forma o core para o material que

forma o shell .

z
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Figura 2.1: Esquema representativo de um �o quântico core-shell com interface abrupta, com

mobilidade eletrônica ocorre longo do eixo z.

A Figura 2.1 elucida um �o quântico cilíndrico com con�namento de portadores na direção

radial e com mobilidade ao longo do eixo z. A região interna do �o (azul) é denominado core

e a região externa (vermelha) shell. O material da região do core tem constante dielétrica ε1 e

no shell a constante dielétrica é ε2. O parâmetro dos materiais é de fundamental importância

para o cálculo das propriedades eletrônicas. O raio na região da interface de crescimento entre

os materiais é denominado ρin e ρout denota o raio externo de todo o nano�o.

2.2 Hamiltoniano do Exciton

O modelo utilizado para o cálculo das propriedades eletrônicas de excitons em �os quânticos

core-Shell, é baseado na solução da equação de autovalores:

HexcΨ(re, rhi) = EexcΨ(re, rhi), (2.1)

onde Eexc é a energia total do exciton (i = lh, hh) e Hexc é o operador Hamiltoniano que

descreve todas as contribuições de energia:

Hexc =
pe

2

2m∗e
+

ph
2

2m∗h
+ ∆Ee (ρe) + ∆Eh (ρh) +W (re, rh), (2.2)
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onde W (re, rh) = (Σe(ρe) + Σh(ρh) +Wdir (re − rh) +Wind (re − rh)), descreve os potenciais de

interação Coulombiana entre: (i) o portador e as cargas imagens produzidas por ele (poten-

cial de auto-energia Σi(ρi) (i=el,lh,hh)); (ii) interação Coulombiana entre elétron e o buraco

(Wdir(re−rh)); (iii) as interações entre elétrons e as cargas imagens produzidas pelos buracos e

entre o buraco e as cargas imagens produzidas pelo elétron, levando em consideração as devidas

correlações eletrônicas das posições do elétron e do buraco (Wind(re− rh)). ∆Ei(ρi) é o poten-

cial de con�namento de elétrons, i=el ; e buracos, i=lh,hh, que surge devido ao não alinhamento

das bandas de energias dos materiais; m∗i é a massa efetiva do portador i e operador momento

p é de�nido como:

p =
h̄

i
∇, (2.3)

usando as eq. (2.3) e eq. (2.2) pode ser reescrita como:

Hexc = − h̄2

2m∗e
∇2
e + ∆Ee (ρe)−

h̄2

2m∗h
∇2
h + ∆Eh (ρh) +W (re − rh) , (2.4)

onde o primeiro termo descreve o operador energia cinética do elétron; o segundo termo é o

potencial de con�namento de elétrons; o terceiro termo é operador energia cinética de buracos;

quarto termo é o potencial que con�na buracos e o último termo é a energia potencial devido as

interações Coulombianas, levando em consideração a anisotropia da massa efetiva. A eq. (2.4)

pode ser expandida desacoplando o movimento ao longo da direção paralela ao plano do �o

(ρ, θ), do movimento ao longo do eixo z, perpendicular ao plano onde ocorreu o con�namento

dos portadores, como podemos observar na Figura 2.2, de forma que a eq. (2.4) �ca:

Hexc = − h̄2

2m∗‖e
∇2
e,2D + ∆Ee (ρe)−

h̄2

2m∗‖h
∇2
h,2D + ∆Eh (ρh) +

− h̄2

2m∗⊥e

∂2

∂z2
e

− h̄2

2m∗⊥h

∂2

∂z2
h

+W (re, rh) , (2.5)

onde o operador ∇2
e(h),2D atua sobre as coordenadas ρe(h) e θe(h) dos portadores. O termo do

potencial de interação Coulombiano W (re, rh) é discutido detalhadamente no Apêndice A. O

Hamiltoniano da eq. (2.5) pode ser reescrito em termos das coordenadas do centro de massa,

o que é feito por uma mudança de variáveis:

zcm =
zeme

⊥ + zhmh
⊥

me
⊥ +mh

⊥ , (2.6)

onde de�nimos:

z = ze − zh, (2.7)
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Figura 2.2: Coordenadas do centro de massa do exciton

M = me
⊥ +mh

⊥, (2.8)

o que pode ser escrito nas formas:

ze = z + zh, (2.9)

e

zh = ze − z, (2.10)

substituindo na eq (2.6) e isolando ze:

ze = zcm +
zm⊥h
M

(2.11)

De forma análoga escrevemos zh,

zh = zcm −
zme

⊥

M
, (2.12)

derivando pela regra da cadeia a eq. (2.11):

∂

∂ze
=

∂z

∂ze

∂

∂z
+
∂zcm
∂ze

∂

∂zcm
, (2.13)

onde ∂z/∂ze = 1 e ∂zcm/∂ze = me
⊥/M , logo:

∂

∂ze
=

∂

∂z
+
me
⊥

M

∂

∂zcm
, (2.14)
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e:

∂2

∂z2
e

=
∂2

∂z2

+
2me

⊥

M

∂2

∂z∂zcm
+

(
me
⊥

M

)2
∂2

∂z2
cm

, (2.15)

De forma análoga:

∂2

∂z2
h

=
∂2

∂z2
− 2mh

M

∂2

∂z∂zcm
+
(mh

M

)2 ∂2

∂z2
cm

. (2.16)

Substituindo a eq.(2.15) e eq.(2.16) nos termos que correspondem à energia cinética ao longo

do eixo z do Hamiltoniano da eq.(2.5), obtemos:

− h̄2

2m⊥e

∂2

∂z2
e

− h̄2

2m⊥h

∂2

∂z2
h

= − h̄2

2m⊥e

(
∂2

∂z2
+

2m⊥e
M

∂2

∂z∂zcm
+

(
m⊥e
M

)2
∂2

∂z2
cm

)

− h̄2

2m⊥h

(
∂2

∂z2
− 2m⊥h

M

∂2

∂z∂zcm
+

(
m⊥h
M

)2
∂2

∂z2
cm

)
, (2.17)

que pode ser reduzido a:

− h̄2

2m∗⊥e

∂2

∂z2
e

− h̄2

2m∗⊥h

∂2

∂z2
h

= − h̄2

2µ⊥
∂2

∂z2
− h̄2

2M

∂2

∂z2
cm

, (2.18)

onde o primeiro termo e o segundo dizem respeito aos operadores de energia cinética ao longo do

eixo z, relacionado ao movimento relativo e ao movimento do centro de massa, respectivamente,

e 1/µ⊥ é a massa reduzida do exciton:

1

µ⊥
=

1

m∗⊥e
+

1

m∗⊥h
, (2.19)

O potencial Coulombiano W (re, rh), na eq. (2.5) não depende da coordenada do centro de

massa zcm, embora seja função da coordenada relativa z = ze − zh. Assim, a energia do centro

de massa é puramente cinética:

Ecm =
h̄2K2

cm

2M
, (2.20)

onde Kcm é um vetor de onda do espaço recíproco, associado ao centro de massa do par elétron-

buraco. Por simplicidade, e para transições ópticas de interesse, usamos como referência o ponto

Γ, centro da 1o zona de Brillouin onde Kcm = 0, de forma que Ecm = 0. Assim, a eq. (2.18)

se resume apenas ao termo que se refere a energia cinética da massa reduzida µ⊥ ao longo do

eixo z; e a eq. (2.5) �ca:

Hexc = − h̄2

2m∗‖e
∇2
e,2D + ∆Ee (ρe)−

h̄2

2m∗‖h
∇2
h,2D + ∆Eh (ρh)−

h̄2

2µ⊥
∂2

∂z2
+W (re, rh) , (2.21)
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A função de onda total do exciton é uma combinação linear das funções de onda dos porta-

dores e a função de onda que mantém a ligação:

Ψ (ρe, ρh, θ, z) =

(
1

2π

) 1
2

eilθϕe (ρe)ϕh (ρh)φe−h (ze−h) , (2.22)

onde ϕe (ρe) e ϕh (ρh) são funções de onda normalizadas do elétron e do buraco, respectivamente,

e a auto-função (1/2π)1/2eilθ é a solução para a coordenada θ, onde l = 0,±1,±2,±3, ..., é o

número quântico relacionado ao momento angular. Com isto, o Hamiltoniano descrito na eq.

(2.21) pode ser expresso como:

Hexc = He +Hh +He−h(ρe, ρh, θ, z), (2.23)

sendo θ = θe − θh, a coordenada do movimento relativo na direção ângular e z = ze − zh a

coordenada do movimento relativo na direção do eixo z. Os dois primeiros termos na eq. (2.23)

em coordenadas cilíndricas são:

Hi = − h̄
2

2ρi

∂

∂ρi

(
ρi

m‖i(ρi)

∂

∂ρi

)
− h̄2

2m‖i(ρi)ρ2
i

∂

∂θi
+ ∆Ei(ρi) + Σi(ρi), (2.24)

onde i = e, h, Σi(ρi) é o potencial de auto energia e o terceiro termo da eq. (2.23) é:

He−h(ρe, ρh, θ, z) = − h̄2

2µ⊥
∂2

∂z2
+Wdir (ρe − ρh) +Wind (ρe − ρh) , (2.25)

onde Wdir e Wind são detalhadamente explicados no Apêndice A, assim como o termo de auto-

energia Σi(ρi). Usando a notação de Dirac [56], a equação de Schrödinger (2.1) que descreve o

movimento do exciton pode ser expressa como:

Hexc |ϕe, ϕh, φe−h〉 = Eexc |ϕe, ϕh, φe−h〉 , (2.26)

multiplicado-a esquerda por 〈ϕe, ϕh, φe−h|, teremos:

〈ϕe, ϕh, φe−h|Hexc |ϕe, ϕh, φe−h〉 = 〈ϕe, ϕh, φe−h|Eexc |ϕe, ϕh, φe−h〉 (2.27)

que, usando a eq. (2.23), resulta em:

〈ϕe, ϕh, φe−h|Hexc |ϕe, ϕh, φe−h〉 = 〈ϕe|He |ϕe〉+ 〈ϕh|Hh |ϕh〉

+〈ϕe, ϕh, φe−h|He−h |ϕe, ϕh, φe−h〉 , (2.28)
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como |ϕe〉 e |ϕh〉 são ortonormais, então, 〈ϕe |ϕe〉 = 〈ϕh |ϕh〉 = 1. As equações 〈ϕe|He |ϕe〉 = Ee

e 〈ϕh|Hh |ϕh〉 = Eh, são resolvidas numericamente através de técnicas de discretização por

diferenças �nitas e a equação referente a energia de ligação do exciton,

〈ϕe, ϕh, φe−h|He−h |ϕe, ϕh, φe−h〉 = Eb,

é resolvida usando método variacional com um parâmetro. A solução das eq. (2.28) nos dá a

energia total de exciton:

Eexc = Eg + Ee + Eh − |Eb|, (2.29)

onde a subtração do valor absoluto da energia de ligação é usado para garantir que esta energia

é perdida pelo sistema elétron-buraco.

2.3 Hamiltoniano do portador com campo magnético na

direção do eixo z

Ao longo do desenvolvimento apresentado para o Hamiltoniano do exciton, não considera-

mos em nenhum momento, a presença de campos externos. O campo magnético presente nesta

heteroestrutura altera o Hamiltoniano de cada portador por meio do potencial vetor A, que

podemos expressar como:

Hi = (pi − qA)
1

2m
(pi − qA) + ∆Ei(ρi) + Σi(ρi), (2.30)

onde tomamos q = −e (carga elementar) e o Hamiltoniano Hi pode ser reescrito como:

Hi =
1

2mi

(pi
2 + 2eA·pi + e2A ·A) + ∆Ei(ρi) + Σi(ρi), (2.31)

Tomando um gauge simétrico para o potencial vetor A = 1
2
Bρeθ , 1 teremos para cada

termo individualizado da eq. (2.31):

pi
2

2mi

= − h̄
2

2ρi

∂

∂ρi

(
ρi

m‖i(ρi)

∂

∂ρi

)
− h̄2

2m‖i(ρi)ρ2
i

∂2

∂θ2
i

, (2.32)

1

2mi

(2eA · pi) =
h̄

i

eB

2m
‖
i

∂

∂θi
, (2.33)

e por �m:

1o gauge escolhido se justi�ca por sua simplicidade, e por descrever bem o comportamento do campo mag-

nético na direção do eixo z. Além disso este mesmo gauge vem sendo amplamente usado na literatura [13, 59]

.
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Figura 2.3: Função de onda no estado fundamental de um elétron em um nano�o circular de

raio R=20 nm, para varios valores de campos magnéticos B.

e2A ·A
2mi

=
e2B2

8m‖i
ρi

2, (2.34)

de modo que o Hamiltoniano �ca:

Hi = − h̄
2

2ρi

∂

∂ρi

(
ρi

m‖i(ρi)

∂

∂ρi

)
− h̄2

2m‖i(ρi)ρ2
i

∂2

∂θ2
i

+
h̄

i

eB

2m‖i

∂

∂θi
+
e2B2

8m‖i
ρi

2 + ∆Ei(ρi) + Σi(ρi),

(2.35)

onde ωc = eB/m
‖
i é de�nido como frequência de ciclotron então o Hamiltoniano toma a forma

�nal:

Hi = − h̄
2

2ρi

∂

∂ρi

(
ρi

m‖i(ρi)

∂

∂ρi

)
− h̄2

2m‖i(ρi)ρ2
i

∂2

∂θ2
i

+
h̄ωc
2i

∂

∂θi
+
m‖iωc

2ρi
2

8
+ ∆Ei(ρi) + Σi(ρi).

(2.36)

A Figura 2.3 ilustra o efeito de diferentes intensidades de campos magnéticos sobre a função

de um elétron, em comparação com um estado con�nado não pertubado pelo campo, B = 0 T.
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2.4 Método Variacional

A energia de ligação do exciton é calculada usando método variacional com um parâmentro.

A função de onda φe−h (ze−h) é do tipo gaussiana [43, 60, 61, 62, 63]:

φe−h (ze−h) =
1

τ 1/2

(
2

π

)1/4

exp

(
−z

2

τ 2

)
, (2.37)

onde τ é o parâmetro variacional que minimiza a energia do exciton. A energia de ligação é

calculada a partir de:

〈ϕeϕhφe−h|He−h |ϕeϕhφe−h〉 = Eb, (2.38)

onde o Hamiltoniano He−h foi de�nido na eq. (2.25), então:

〈ϕe, ϕh, φe−h|He−h |ϕe, ϕh, φe−h〉 = − h̄2

2µ⊥e−h
〈ϕe, ϕh, φe−h|

d2

dz2
|ϕe, ϕh, φe−h〉+

〈ϕe, ϕh, φe−h|Wdir |ϕe, ϕh, φe−h〉+ 〈ϕe, ϕh, φe−h|Wind |ϕe, ϕh, φe−h〉 = Eb (2.39)

onde o primeiro termo do segundo membro desta equação �ca:

− h̄2

2µ⊥e−h
〈ϕe, ϕh, φe−h|

d2

dz2
|ϕe, ϕh, φe−h〉 = − h̄2

2µ⊥e−hτ

(
2

π

) 1
2

+∞∫
−∞

dze−( zτ )
2 d2

dz2
e−( zτ )

2

= − h̄2

2µ⊥e−hτ

(
2

π

) 1
2

− 2

τ 2

+∞∫
−∞

e−2( zτ )
2

dz +
4

τ 4

+∞∫
−∞

z2e−2( zτ )
2

dz

 (2.40)

As integrais acima são Gaussianas e tem como solução [64]:

+∞∫
−∞

e−ax
2

dx =
(π
a

) 1
2

(2.41)

+∞∫
−∞

x2e−ax
2

dx =
1

4a

(π
a

) 1
2

(2.42)

logo a solução da eq. (2.40) �ca:

− h̄2

2µ⊥e−h
〈ϕe, ϕh, φe−h|

d2

dz2
|ϕe, ϕh, φe−h〉 =

h̄2

2µ⊥e−hτ
2

(2.43)
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O segundo termo do segundo membro na eq. (2.39) depende do potencialWdir que representa

o potencial de interação Coulombiana entre o elétron e o buraco. Este termo depende tanto

das coordenadas do elétron quanto das coordenadas do buraco e é de�nido por:

Wdir (ρe, ρh, θe, θh, ze, zh) = − e2

4πε(ρ)ε0

√
ρ2
e + ρ2

h − 2ρeρh cos (θe − θh) + (ze − zh)2
(2.44)

onde ε0 é a constante dielétrica do vácuo e ε(ρ) é a constante dielétrica do core, para ρ ≤ ρin e

a constante dielétrica do shell para ρ ≥ ρin. Com isso podemos escrever:

〈ϕe, ϕh, φe−h|Wdir |ϕe, ϕh, φe−h〉 =

− e2

4πε(ρ)ε0

〈ϕe, ϕh, φe−h|
1√

ρ2
e + ρ2

h − 2ρeρh cos (θe − θh) + (ze − zh)2
|ϕe, ϕh, φe−h〉 (2.45)

ou na forma de integral:

〈ϕe, ϕh, φe−h|Wdir |ϕe, ϕh, φe−h〉

= − e2

4πε(ρ)ε0

+∞∫
0

∫ 2π

0

ρedρedθe

+∞∫
0

∫ 2π

0

ρhdρhdθh

+∞∫
−∞

dz(ϕeϕh)
∗

×


(

1
τ1/2

(
2
π

)1/4
e−( zτ )

2)
×
(

1
τ1/2

(
2
π

)1/4
e−( zτ )

2)
(
ρ2
e + ρ2

h − 2ρeρh cos (θe − θh) + (ze − zh)2) 1
2

 (ϕeϕh) (2.46)

= − e2

4πε(ρ)ε0τ

(
2

π

)1/2
+∞∫
0

∫ 2π

0

ρedρedθe

+∞∫
0

∫ 2π

0

ρhdρhdθh

+∞∫
−∞

|ϕe|2|ϕh|2e−2( zτ )
2

(
ρ2
e + ρ2

h − 2ρeρh cos (θe − θh) + (ze − zh)2) 1
2

dz (2.47)

O integrando em z é uma função par, de forma que pode-se integrar nos limites de 0 a +∞
e multiplicar por 2, além disso, usa-se as coordenadas relativas θ = θe − θh e z = ze − zh de

forma que:

〈ϕe, ϕh, φe−h|Wdir |ϕe, ϕh, φe−h〉 =

− e2

2πε(ρ)ε0τ

(
2

π

) 1
2

+∞∫
0

|ϕe|2ρedρe

+∞∫
0

|ϕh|2ρhdρh

2π∫
0

+∞∫
0

e−( zτ )
2

dzdθ

(ρ2
e + ρ2

h − 2ρeρh cos θ + z2)
1
2

(2.48)

A integral em z pode ser resolvida usando uma relação de recorrência:
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∞∫
0

e−u√
u (a+ u)

du = e−
a
2K0

(a
2

)
(2.49)

onde usamos u = 2z2

τ2
e K0 é uma função modi�cada de bessel de ordem zero [64]. Deste modo

a solução da integral em z �ca igual ao que foi mostrado na eq. (2.49), e a eq. (2.48)�ca:

〈ϕeϕhφe−h|Wdir |ϕeϕhφe−h〉 = − e2

2πε(ρ)ε0τ

(
2

π

) 1
2

+∞∫
0

|ϕe|2ρedρe

+∞∫
0

|ϕh|2ρhdρh

2π∫
0

e−
a
2K0

(a
2

)
dθ

(2.50)

onde a = 2
τ
(ρ2
e+ρ2

h−2ρeρhcosθ) é sempre positivo de forma que a eq. (2.50) possa ser satisfeita;

(para θ = 0, a = 2
τ

(ρe − ρh)2 e para θ = π, a = 2
τ

(ρe + ρh)
2).

O último termo do segundo membro da eq. (2.39) �ca:

〈ϕe, ϕh, φe−h|Wind |ϕe, ϕh, φe−h〉 =
1

τ

(
2

π

) 1
2

+∞∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

+∞∫
−∞

ϕ∗eϕ
∗
he
−2( zτ )

2

Windϕeϕhρeρhdρedρhdθdz

(2.51)

Usando as eq. (2.51), (2.50), (2.43) e (2.39) podemos reescrever a energia de ligação do

exciton expressa por (2.38) como:

h̄2

2µ⊥e−hτ
2
− e2

2πε(ρ)ε0τ

(
2

π

) 1
2

+∞∫
0

|ϕe|2ρedρe

+∞∫
0

|ϕh|2ρhdρh

2π∫
0

e−
a
2K0

(a
2

)
dθ+

1

τ

(
2

π

) 1
2

+∞∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

+∞∫
−∞

Wind|ϕe|2|ϕh|2e−2( zτ )
2

ρeρhdρedρhdθdz = Eb (2.52)

onde as integrais são resolvidas por meio de métodos numéricos. O potencial Wind depende das

posições do elétron e do buraco e é discutido no Apêndice A.

2.5 Solução numérica da equação de Schrödinger bidimen-

sional

Neste trabalho são utilizadas técnicas de discretização numérica por diferenças �nitas para

calcular autofunções e autovalores a partir da equação de Schrödinger independente do tempo.

Um dos motivos para a escolha desta técnica é o fato da massa efetiva ter dependência espacial

e pelo fato do potencial ser descontínuo nas regiões interfaciais.

A equação de Schrödinger que descreve o movimento do portador é dada pela eq. (2.1)

levando-se em consideração o momento angular do portador pode-se reescrever a eq. (2.1)

como:
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[
− h̄

2

2ρ

∂

∂ρ

(
ρ

mi(ρ)

∂

∂ρ

)
+

h̄2l2

2mi(ρ)ρ2
+ VT (ρ)

]
Ψi (ρi) = EΨi (ρi) , (2.53)

onde i = e, lh e hh, VT (ρ) = ∆Ei(ρ) + Σi(ρi). Para facilitar o processo de discretização, rees-

crevemos a equação de Schrödinger acima em uma equação adimensional, usando as seguintes

variáveis adimensionais:

r =
ρ

a0

(a)

µ (r) =
m0

m(ρ)
(b)

U (r) =
1

Ry

[
h̄2l2

2m(ρ)ρ2
+ VT (ρ)

]
(c)

E =
E

Ry

(d) (2.54)

onde Ry = m0e
4/2h̄2 é a constante de Rydberg, a0 = h̄2/m0e

2 é o raio de Bohr e m0 é a massa

de repouso do elétron. Em termos destas variáveis admensionais a eq. (2.53) �ca expressa

como: [
−1

r

∂

∂r

(
rµ (r)

∂

∂r

)
+ U (r)

]
Ψ (r) = EΨ (r) (2.55)

ri-1 ri-0.5 ri ri+0.5 ri+1 r

F(r)

h

Figura 2.4: grid da função de onda, onde h é o tamanho de cada passo numérico e i é o ponto

de referência dos valores espaciais.

Para que o esquema de diferenças �nitas seja aplicado, de�ne-se um grid de pontos com

espaçamento variável na direção radial, ri (i = 1, 2, ..., N), conforme ilustrado na Figura 2.4:

Para discretização da eq. (2.55) nesta grid, integra-se ambos os membros da equação no

intervalo ri−1/2 < r < ri+1/2
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i+1/2∫
i−1/2

rdr

[
−1

r

d

dr

(
rµ (r)

d

dr

)
+ U (r)

]
Ψ (r) =

i+1/2∫
i−1/2

rdrEΨ (r) (2.56)

Integrando-se �ca:

−ri+1/2µi+1/2
dΨ (r)

dr

∣∣∣∣
i+1/2

+ ri−1/2µi−1/2
dΨ (r)

dr

∣∣∣∣
i−1/2

=

=

(
E − Ui

)
2

[
r2
i+1/2 − r2

i−1/2

]
Ψi (2.57)

Usando a de�nição de derivadas:

df(x)

dx
= lim

x→∆x

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
(2.58)

que pode ser expressa como:

df(x)

dx
≈ fi+0.5 − fi+0.5

xi+0.5 − xi+0.5

(2.59)

e aplicando esta de�nição na eq. (2.57) teremos para a primeira derivada da eq. (2.57):

dΨ (r)

dr

∣∣∣∣
i+1/2

=

[
hi+1Ψi+1

hi+1 (ri+1 − ri)
− hiΨi

hi (ri+1 − ri)

]
(2.60)

e para a segunda:

dΨ (r)

dr

∣∣∣∣
i−1/2

=

[
hiΨi

hi (ri − ri−1)
− hi−1Ψi−1

hi−1 (ri − ri−1)

]
(2.61)

Os termos das eq. (2.60) e eq. (2.61) foram multiplicados e dividos por um h que representa o

tamanho do passo discretizante. Identi�camos o último termo da eq. (2.57) ([r2
i+1/2 − r2

i−1/2]/2)

como hi. Aplicando as eq. (2.60) e eq. (2.61) na eq. (2.57) e as considerações feitas para o

último termo desta equação teremos:

−ri+1/2µi+1/2

[
hi+1Ψi+1

hi+1 (ri+1 − ri)
− hiΨi

hi (ri+1 − ri)

]
+ri−1/2µi−1/2

[
hiΨi

hi (ri − ri−1)
− hi−1Ψi−1

hi−1 (ri − ri−1)

]
=
(
E − Ui

)
hiΨi. (2.62)
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de�nindo:

χi = hiΨi (a),

µi =
1

2 (ri − ri−1)
(riµi + ri−1µi−1) (b), (2.63)

reagrupando os termos de�nidos na eq. (2.63) e aplicando-os na eq. (2.62), teremos:

− µi
hi−1hi

χi−1 +

[
µi+1

h2
i

+
µi
h2

i

+ Ui

]
χi −

µi+1

hihi+1

χi+1 = Eχi, (2.64)

que podemos escrever na forma matricial:


α1 β1 0 · · · 0

β1 α2 β2 0

0 β2 α3 · · · 0
...

. . . . . . βn−1

0 0 · · · βn−1 αn





...

χi−1

χi

χi+1

...


= E



...

χi−1

χi

χi+1

...


, (2.65)

onde:

αi =
µi+1

h2
i

+
µi
h2

i

+ Ui (a),

βi =
µi+1

hihi+1

(b), (2.66)

O Hamiltoniano nesta representação é descrito por uma matriz tridiagonal simétrica de

ordem N ×N , e as autofunções são matrizes coluna de ordem N . Podemos notar que qualquer

termo adicional na direção de z, como potenciais devido a campos externos, são inclusos na

diagonal principal αi da matriz. Os autovalores E e autovetores χi são obtidos numericamente,

utilizando as rotinas computacionais DSTEVX e LAPACK.

Havendo uma grid uniforme, (onde os valores de h, são sempre constantes), temos que:

ri − ri−1 = ri+1/2 − ri−1/2 = h,

hi =
√
h, (2.67)

Considerando que as massas não tenham pontos de singularidades, podemos descrever,

µi = (µi + µi+1) /2 e também, µi−1/2 = (µi−1 + µi) /2 , de modo que obtemos:

µi =
µi−1/2

h
=

1

2h
(µi + µi−1) , (2.68)

e também,
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µi+1 =
µi+1/2

h
=

1

2h
(µi+1 + µi) , (2.69)

deste modo, os termos da eq. (2.66) podem ser reescritos como:

αi =
1

2h2
(µi−1 + 2µi + µi+1) + Ui (a),

βi =
1

2h2
(µi+1 + µi) (b), (2.70)

o que está de acordo com a literatura [65].



Capítulo 3

Con�namento Interfacial em �os quânticos

core-shell com altas constantes dielétricas

Neste capítulo realizamos um estudo de nano�os formados por materiais com diferentes

constantes dielétricas na região core e shell. O modelo teórico consiste na solução da equação

de Schrödinger independente do tempo em coordenadas cilindricas, levando-se em conta a

aproximação adiabática, aproximação da massa efetiva, o formalismo da função envelope e

efeitos do potencial de auto energia. O potencial de auto energia é obtido por meio do método

da carga imagem, baseado na solução da equação de Poisson em coordenadas cilíndricas. O

efeito do potencial de auto energia modi�ca o con�namento de portadores de uma forma tal

que modelos usuais para estudos de con�namento não se aplicam em �os quânticos com elevada

diferença entre as constantes dielétricas. Além disso, estudamos as respostas dos portadores a

um campo magnético aplicado na direção paralela ao eixo do �o.
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3.1 Introdução

Do ponto de vista tecnológico, materiais semicondutores com Si, GaN, AlGaAs, GaAs,

ZnSe, entre outros, são de grande importância para o desenvolvimento de dispositivos eletrôni-

cos e vem sendo empregados pela industria eletrônica desde a década de 60. Com o avanço da

tecnologia (tendo como base sólida ciências como física, química e engenharia de materiais) o

desenvolvimento de novos dispositivos vem possibilitando aplicações cada vez mais avançadas

que por sua vez vem provocando mudanças signi�cativas no comportamento social, revolucio-

nando meios de comunicação e mexendo com a economia global. Com isto, os estudos destes

sistemas são de grande importância tanto do ponto de vista acadêmico quanto no ponto de

vista da aplicação tecnológica. Devido à crescente redução da dimensionalidade das estrutu-

ras físicas que constituem tais sistemas, torna-se imprescindível o tratamento quântico para

o entendimento das propriedades eletrônicas, ópticas e de transporte de cargas em materiais

semicondutores com dimensionalidades reduzidas.

3.2 Fios quânticos semicondutores com efeito de potencial

de auto energia

Neste trabalho, �os quânticos core-shell são estudados por meio da solução da equação de

Schrödinger, usando aproximações descritas no Capítulo 2, e a solução da equação de Poisson

descrita no Apêndice A. Os materiais usados são todos de grande importância para a indústria

eletrônica e os seus principais parâmetros (gaps, constantes dielétricas e massas efetivas dos

portadores) estão descritos na Tabela 3.1. As heteroestruturas que formam os �os quânticos

core-shell são listados na Tabela 3.2, com as respectivas razões entre as constantes dielétricas

dos materiais. Como pode-se observar, a diferença entre as constantes dielétricas, usualmente

denominada dielectric mismatch, é muito grande em algumas estruturas, enquanto que em ou-

tras essa diferença é desprezível. Se a razão εr = ε1/ε2 é muito diferente de 1, o potencial

de auto energia modi�ca consideravelmente o per�l do potencial de con�namento dos porta-

dores, conforme pode ser observado na Figura 3.1, a qual ilustra os per�s dos potenciais de

con�namento de elétrons, com e sem efeito de carga imagem, além do per�l do potencial de

auto energia. Se εr ≈ 1, o efeito do potencial de auto energia é insigni�cante, produzindo

apenas uma leve suavização do per�l do potencial, conforme ilustra a Figura 3.1, para o �o

Al0.3Ga0.7As/GaAs (εr = 1.07). Se εr > 1, de acordo com os métodos das imagens, uma par-

tícula con�nada no interior do �o sente o potencial repulsivo por estar localizada na região de

constante dielétrica maior. Na região shell a partícula sente um potencial atrativo por estar

em uma região de menor constante dielétrica, conforme ocorre com o �o Si/SiO2 (εr = 3). Se

εr < 1, então os portadores sentem um potencial atrativo no core, por estarem localizados em

uma região onde a constante dielétrica é menor e sentem um potencial repulsivo na região shell

onde a constante dielétrica é maior. Uma consequência do potencial atrativo (repulsivo) na

região do core (shell) é o aparecimento de cúspides na região dem torno da interface de �os

com εr < 1 como é o caso dos per�s do �o GaN/HfO2 (εr = 0.38) e Si/HfO2 (εr = 0.47),
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ilustrados na Figura 3.1.

Tabela 3.1: - Parâmetros dos materiais: gap de energia em eV , constantes dielétricas, massa

efetiva dos elétrons (m‖e), buracos leves (m
‖
lh) e buracos pesados (m

‖
hh) para silício (Si), arseneto

de gálio (GaAs), arseneto de gálio alumínio (Al0.3Ga0.7As), óxido de silício (SiO2) e óxido de

háfnio (HfO2). [68, 69, 70, 71].

Materiais Eg(eV ) ε/ε0 m
‖
e/m0 m

‖
hh/m0 m

‖
lh/m0

Si 1.12 11.7 0.173 0.533 0.147

GaAs 1.425 12.91 0.067 0.377 0.090

Al0.3Ga0.7As 1.805 12.06 0.092 0.408 0.125

SiO2 8.9 3.9 0.300 5.000 5.000

HfO2 5.8 25.0 0.836 0.871 0.580

ZnSe 2.82 7.6 0.170 0.378 0.0905

GaN 3.3 9.5 0.190 0.860 0.270

A energia de referência do potencial é tomada com relação ao nível zero do potencial devido

as bandas de energia ∆Ei(ρi), como ilustrado na Figura 3.1. Quando o potencial de auto

energia Σi(ρi) é considerado, o menor valor do potencial total VT = ∆Ei(ρi) + Σi(ρi) será

maior (menor) que zero se εr > 1 (εr < 1). Isto se deve à característica repulsiva (atrativa)

do potencial na região do core em heteroestruturas com εr > 1 (εr < 1). Com isto, o efeito

do potencial Σi(ρi) aumenta a energia dos portadores em �os com εr > 1 e diminui em �os

com εr < 1, conforme podemos observar na Figura 3.2. Assim, em �os core-shell como em

Si/SiO2 e GaAs/ZnSe o potencial Σi(ρi) suaviza o per�l do potencial VT aumentando a energia

do portador e a densidade de probabilidade de encontrá-lo no centro do �o. À medida que o

raio do �o aumenta nestes sistemas, o efeito do potencial Σi(ρi) diminui consideravelmente. Do

ponto de vista do método das cargas imagem, isto ocorre porque a medida que o raio do �o

aumenta, as imagens tendem a �car mais espaçadas uma das outras e do portador que as geram,

diminuindo portanto o efeito do potencial de auto energia, o qual é do tipo Coulombiano.

O aumento da energia devido à Σi(ρi) pode ser melhor observado nos valores da Tabela 3.3,

que compara as energias de elétrons e de buracos pesados, com e sem efeito do potencial Σi(ρi)

Tabela 3.2: razões entre as constantes dielétricas (εr).

Materiais ε1/ε2

GaN/HfO2 0.38

Si/HfO2 0.47

Al0.3Ga0.7As/GaAs 1.07

GaAs/ZnSe 1.66

Si/SiO22 3.00
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Figura 3.1: Per�l do potencial de con�namento em �os quânticos Al0.3Ga0.7As/GaAs, Si/SiO2,

GaN/HfO2 e Si/HfO2, linhas azuis - projeções das funções de onda dos portadores.

Tabela 3.3: Energia de elétrons e buracos pesados no Estado Fundamental (E.F) e no Primeiro

Estado Excitado (1oE.) em �os core-shell, GaN/HfO2, Si/HfO2, Al0.3Ga0.7As/GaAs e Si/SiO2

sem (APO) e com (AP1) efeito do potencial de auto energia.

GaN/HfO2 Si/HfO2 AlGaAs/GaAs Si/SiO2

R AP0 AP1 AP0 AP1 AP0 AP1 AP0 AP1

Elétron

4 nm (E.F.) 46.14 26.39 53.52 41.02 53.27 53.62 67.44 92.39

4 nm (1oE.) 259.34 230.76 296.60 278.64 68.85 68.86 355.73 383.53

10 nm(E.F.) 9.58 3.12 10.78 6.64 18.84 19.25 11.91 21.48

10 nm (1oE.) 50.87 41.09 57.14 50.95 68.85 68.87 62.74 74.21

Buraco Pesado

4 nm (E.F.) 14.78 0.08 23.71 13.96 18.34 19.26 21.78 47.12

4 nm (1oE.) 77.86 57.71 124.94 111.48 45.13 45.14 115.58 146.70

10 nm(E.F.) 2.48 -3.37 3.99 0.27 4.39 4.81 3.85 13.31

10 nm (1oE.) 13.07 5.68 21.04 16.15 22.59 23.08 20.33 31.78
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Figura 3.2: Energia dos portadores em �os Si/SiO2 (esquerda) e Si/HfO2 (direita). As linhas

sólidas e tracejadas representam o estado fundamental e o primeiro estado excitado, respecti-

vamente, com efeito do potencial de auto energia. Os símbolos ◦ e ∆ representam o estado

fundamental e o primeiro estado excitado, respectivamente, sem efeito do potencial de auto

energia.

para o estado fudamental e para o primeiro estado excitado, em poços estreitos (R = 4 nm) e

poços largos (R = 10 nm). Em �os Si/SiO2 com raio R = 4 nm a energia do elétron, no estado

fundamental, sofre um aumento de 24.95 meV devido ao efeito do potencial de auto energia.

Para o primeiro estado excitado a diferença é de 27.8 meV . Em �os com raio R = 10 nm a

diferença na energia do elétron diminui para 9.57 meV no estado fundamental e 11.47 meV no

primeiro estado excitado. O estado fundamental do buraco pesado aumenta em 25.34 meV e o

primeiro estado excitado aumenta em 31.12 meV (R = 4 nm). Em poços largos (R = 10 nm) o

estado fundamental do buraco pesado aumenta em 9.46 meV e para o primeiro estado excitado

aumenta em 11.45 meV . Com isto, em sistemas com εr > 1, o efeito provacado pelo potencial

de auto energia sobre as propriedades eletrônicas dos portadores é de natureza quantitativa,

conforme pode ser observado na Figura 3.2.

Como esperado, em �os Al0.3Ga0.7As/GaAs (εr = 1.07) o efeito do potencial de auto energia

é irrelevante. Neste sistema os estados excitados do elétron e do buraco leve têm energias acima

do valor do potencial de con�namento. O primeiro estado excitado do buraco pesado tende

para um estado ligado a medida que o raio do poço aumenta. Estes resultados estão plotados

na Figura 3.3.

Para nano�os de Si/HfO2 (εr = 0.47) estreitos (R = 4 nm) a diferença na energia dos

elétrons é de 12.5 meV e 17.96 meV para o estado fundamental e primeiro estado excitado,
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Figura 3.3: Energia dos portadores em �os Al0.3Ga0.7As/GaAs. As linhas sólidas e tracejadas

representam o estado fundamental e o primeiro estado excitado, respectivamente, com efeito do

potencial de auto energia. Os símbolos ◦ e ∆ representam o estado fundamental e o primeiro

estado excitado, respectivamente, sem efeito do potencial de auto energia.

respectivamente. Em poços largos (R = 10 nm) a diferença diminui para 4.14 meV no estado

fundamental e 6.19meV no primeiro estado excitado. No estado fundamental do buraco pesado

a diferença é igual a 9.75 meV (R = 4 nm) e 3.72 meV (R = 10 nm). No primeiro estado

excitado a diferença é de 13.46 meV (R = 4 nm) e 4.89 meV (R = 10 nm). Diferente do

que ocorre em sistemas com εr > 1 essas diferenças são negativas, ou seja, o potencial de auto

energia diminui a energia dos portadores em sistemas com εr < 1. Além disso, as funções

de ondas dos portadores são mais espalhadas na região core, tendo em vista que as cúspedes,

devido ao potencial de auto energia, as atraem para as regiões interfaciais.

A atração interfacial é mais evidente em �os core-shell GaN/HfO2. A Figura 3.4 mostra

a energia e as funções de onda do estado fundamental de el, lh e hh con�nados em �os core-

shell com diferentes valores de raios e com efeito do potencial de auto energia. As curvas no

grá�co indicam que o modelo ideal para cálculo de energia em �os quânticos, dado pela relação

E ≈ χ2
n,l/R

2, onde χn,l é a n-ésima raiz da função de Bessel de ordem l e R é o raio do �o,

não se aplica a �os core-shell GaN/HfO2. Fenomenologicamente, as cargas imagem induzidas,

criam um potencial acentuado e atrativo na região core (e repulsivo na região shell) que puxa

o portador para a região das interfaces. A força deste potencial é tão grande quando menor for

a razão εr.

Os resultados mostram que no caso do buraco pesado a energia no estado fundamental

decresce até atingir um mínimo, em R ≈ 8.4 nm, e em seguida crescem assintoticamente em

direção a zero, exibindo comportamento diferente do convencional (E ≈ χ2
n,l/R

2), o que indica

a existência de diferentes regimes de con�namento em �os GaN/HfO2 estreitos (R < 10 nm)

e em �os largos (R > 10 nm). Isto pode ser melhor observado no comportamento das funções

de onda plotadas na Figura 3.4 para el, lh e hh. Em �os estreitos elétrons e buracos estão

con�nados espacialmente na região do core. Por outro lado, em �os largos o comportamento
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Figura 3.4: Esquerda: Estado fundamental dos portadores em �o core-shell GaN/HfO2. Direita:

Funções de onda normalizadas de el, lh e hh para raios de �os entre 15 e 40 nm.

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0
0 . 0

0 . 4

0 . 8

0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0
0 . 0

0 . 4

0 . 8

ρ  ( n m )

Σ =  0

 

 

|ψ|
2

( a )

Σ =  0

  

ρ  ( n m )

Σ =  0

( b )
 

Σ =  0

Figura 3.5: (a) Funções de onda em GaN/HfO2 com raio (a) R = 20 nm e (b) R = 40 nm, elétron

(linha sólida preta), buraco leve (linha tracejada vermelha), buraco pesado (linha tracejada

azul) com efeito de carga imagem e elétron(traceja ponto amarelo), buraco leve (tracejado

violeta) e buraco pesado (pontilhados cinza) sem efeito de carga imagem.
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das funções de onda indicam que elétrons e buracos leves estão espacialmente separados do

buraco pesado, o qual está con�nado na interface. Um comportamento semelhante a este é

observado em �os core-shell tipo II.

Para os valores de raios investigados não foi observado con�namento de elétrons e buracos

leves na região interfacial, embora para raios de maiores valores as funções de onda destes

portadores �cam mais espalhadas quando levamos em consideração o potencial de auto energia,

conforme plotado na Figura 3.5 para as funções de onda normalizadas do elétron (ψel), buraco

leve (ψlh) e buraco pesado (ψhh). O con�namento interfacial de elétrons e buracos leves não

foi observado devido a um conjunto de fatores que in�uenciam este comportamento: (i) massa

efetiva do portador (m‖i ), (ii) razão entre as constantes dielétricas (εr) e (iii) potencial de

con�namento do portador (∆Ei). A razão de não ocorrer con�namento interfacial de portadores

em �os estreitos é uma consequência da altura do potencial ∆Ee,h que con�na estes portadores.

Mesmo com o potencial de auto energia atuando no sistema, o efeito do potencial ∆Ee,h devido

as diferenças de bandas sobrepõe o potencial Σe,h devido às cargas imagem. Em �os largos as

cargas imagem estão mais separadas uma das outras e do centro do �o, devido a isso o potencial

atua mais fortemente na região de interface espalhando as funções de ondas dos portadores,

como mostrado na Figura 3.5.

Os efeitos de con�namento interfaciais afetam drasticamente as propriedades ópticas em �os

core-shell GaN/HfO2. A partir de certo tamanho de raio o overlap da função de onda do elétron

com a função de onda do buraco (|〈ψe | ψh〉|2) diminui, principalmente para o buraco pesado.

Isso se dá porque o elétron tem massa menor que o buraco pesado e este é mais atraido para a

região da interface. Quando o raio do �o aumenta, os níveis de energia caem e o buraco se con�na

mais ainda na interface. Como o elétron e o buraco pesado estão espacialmente con�nados em

regiões diferentes o overlap �ca bem abaixo de 1. Estes resultados estão plotados no grá�co da

Figura 3.6. O overlap das funções de onda é proporcional à probabilidade do elétron recombinar

com o buraco, e a intensidade do pico de luminescência, devido a uma transição elétron-buraco,

depende da probabilidade de recombinação dos portadores. Como a queda do overlap é mais

intensa para buraco pesado do que para buraco leve, estes resultados indicam que uma transição

elétron-buraco leve é mais provável que uma transição elétron-buraco pesado. Assim, o pico de

luminescência do elétron-buraco leve será mais intenso.

A energia de recombinação Ee−h
R = Eg + Ee + Eh, (h = lh , hh), de�nida pela soma da

energia do gap na região core com as energias do elétron e do buraco, é calculada para o estado

fundamental (n =0, l =0), permitindo que sejam analizados os efeitos causados pelo potencial

de auto energia sobre o estado fundamental do par elétron-buraco. O efeito do potencial de

auto energia sobre a energia de recombinação ∆Ee−h
R = ER,Σe,h(ρe,h)6=0−ER,Σe,h(ρe,h)=0 é plotado

na Figura 3.7(a) para o par elétron-buraco leve e na Figura 3.7(b) para o par elétron-buraco

pesado com função da razão εr, para �os quânticos com raios R = 4 nm (×), 6 nm (•), 8 nm
(∆) e 10 nm (?), formados por diferentes materiais. Este resultado mostra a diferença entre

a energia de recombinação com efeito do potencial de auto energia (ER,Σi(ρi)6=0) e a energia de

recombinação sem efeito do potencial de auto energia (ER,Σi(ρi)=0). A análise desta diferença nos

dá a vantagem de excluir o efeito do potencial de con�namento quântico devido a diferença das
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bandas de energia ∆Ee,h, restando apenas o con�namento devido ao potencial de auto energia

Σe,h. Como descrito anteriormente, se a constante dielétrica na região do core for menor que

a da região do shell (εr < 1) o potencial de auto energia é atrativo e sua contribuição para a

energia de recombinação é negativa ∆ER < 0. Por outro lado, quando a constante dielétrica

da região do core é maior que a constante dielétrica da região shell (εr > 1), o potencial de

auto energia é repulsivo e sua contribuição para a energia de recombinação é positiva ∆ER > 0.

Como pôde ser observado na Figura 3.7, os resultados para a energia de recombinação do par

elétron-buraco leve ∆Ee−lh
R são iguais aos resultados da energia de recombinação do par elétron-

buraco pesado ∆Ee−hh
R , isto ocorre porque estes resultados contém apenas o efeito do potencial

de auto energia Σe,h(ρe,h), que é um potencial do tipo Coulombiano que atua apenas sobre a

carga do portador. Por outro, lado plotando a energia de recombinação do par elétron-buraco

Ee−h
R é possível observar a diferença entre a energia de recombinação do par elétron-buraco leve

e par elétron-buraco pesado. Esta diferença é mostrada no grá�co da Figura 3.8.

Sistemas onde os portadores de carga são con�nados em torno do core são conhecidos por

produzir um efeito interessante quando aplicado um campo magnético perperdicularmente ao

plano de con�namento. Transições do momento angular podem ocorrer, mesmo para o estado

fundamental, com o aumento da intensidade do campo magnético remetendo-nos ao efeito

Aharanov-Bohm (AB) [13, 56]. A Figura 3.9 plota a energia do portador em função do campo

magnético no �o GaN/HfO2 com raio R=30 nm. Os estados mostrados na �gura correspondem

à n = 0 e l = 0, ±1, ±2, ±3. Neste caso, as energias no estado fundamental, n = 0, l = 0, são

menores que zero (E0,0 < 0), o que sugere o con�namento interfacial, podendo ser observadas

oscilações AB para todos os portadores, embora este fato seja mais claro para o caso do hh,

onde até as energias com momento angular l = 3, estão na região de E0,±3 < 0. Os portadores

que estão fracamente con�nados na interface tem sua função de onda espalhada na região do

core, devido ao efeito do potencial de auto energia, explicando o longo período de oscilação AB,

o qual é inversamente proporcional ao raio médio do portador. Entretando, para um raio maior
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Figura 3.9: Energia do portadores em função do campo magnético para o �o GaN/HfO2 com

raio R = 30 nm, com (esquerda) e sem (direita) efeito do potencial de auto energia.

do core, o período de oscilação AB será reduzido, fazendo com que as transições AB realizem-se

com um campo mangético de menor intensidade. Em particular, podemos notar a energia de

con�namento no estado fundamental para o hh com o poço de largura igual a 30 nm, onde há

uma troca de momento angular com o campo magnético de aproximadamente 1.5 T, enquanto

que para os outros portadores existe a troca do momento angular para campos magnéticos mais

intensos. Este aspecto caracteriza que o hh está fortemente con�nado na região interfacial.

3.3 Condições físicas para o con�namento interfacial

As consequências do con�namento interfacial são inúmeras. Para algumas combinações

de materiais no core/shell, pode-se encontrar elétrons e buracos con�nados espacialmente em

diferentes regiões, o que leva a redução da sobreposição das funções de onda e consequentemente

da força de oscilar e taxas de recombinação. Sistema com con�namento interfacial está sujeito

a transição do momento angular do estado fundamental, remetendo ao efeito AB, quando

sujeito a campos magnéticos externos. Além disso, o con�namento interfacial pode apresentar

efeitos importantes na mobilidade eletrônica na região core, ao longo do eixo z. A mobilidade

eletrônica depende da densidade de elétrons na região de core, e esta densidade é afetada pelo

potencial de auto energia. Com isso é importante descrever as condições em que o con�namento

interfacial ocorre. Como mencionado antes, estas condições dependem dos valores que a razão

entre as constantes dielétricas εr, a massa efetiva do portador m‖e,h e a altura do potencial de

con�namento ∆Ee,h assumem.

A Figura 3.10(a) esboça o per�l da curva do valor esperado relativo da posição do buraco

pesado em função da razão εr, onde ρ = 〈ψhh |ρhh| ψhh〉. O valor esperado relativo mostra qual

a posição mais provável do portador em relação a largura do poço. De acordo com as curvas
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Figura 3.12: Energia do portadores em função do campo magnético do nano�o com Si na região

core, raio R = 10 nm, com (esquerda) e sem (direita) efeito do potencial de auto energia.

plotadas na Figura 3.10(a), quanto menor o potencial ∆Eh maior é a força de atração que

o portador sente em direção à interface. À medida que εr aumenta, a atração para a região

interfacial diminui. Por outro lado, o con�namento interfacial também depende da razão εr,

que de acordo com o grá�co, quanto menor εr maior é a probabilidade do con�namento na

interface do �o. A Figura 3.10(b) mostra que enquanto o pico da função de onda do buraco

pesado está deslocado para a região interfacial, próximo de ρ = 10 nm, o elétron e o buraco leve

tem suas funções de ondas espalhadas, porém com maior probabilidade de estarem no centro do

�o, próximo de ρ = 0 nm. Este resultados foram obtidos para um �o core-shell tendo o Si como

material do core. Os parâmetros utilizados na região shell foram escolhidos com o objetivo de

mapear as condições para o con�namento interfacial. Assim, o potencial de con�namento usado

é o mesmo para todos os portadores, de forma que do ponto de vista da equação de Schrödinger,

a única diferença que distingue os portadores é a massa efetiva que eles possuem. Com isso,

os resultados mostram que, além do valor do potencial ∆Ee,h e da razão εr, o con�namento

interfacial também depende do valor da massa efetiva do portador. A Figura 3.11 mostra que

o con�namento interfacial é mais evidente quando é utilizado o material GaN na região core.

A energia do portador é plotada na Figura 3.12 em função do campo magnético, para um

nano�o com Si como material de core. Os parâmetros do material usado na região shell foram

escolhidos de acordo com o resultado mostrado na Figura 3.10 para garantir que o buraco

pesado esteja con�nado na interface de um �o baseado em Si. O grá�co mostra a energia

do portador para o estado n = 0, l = 0, ±1, ±2, ±3, em �os com o efeito do potencial de

auto energia e sem o efeito do potencial de auto energia. As escalas são as mesmas para os
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mesmos tipos de portadores, com o intuito de mostrar a redução de energia devido o efeito

do potencial de auto energia. O buraco pesado apresenta energia negativa até estados com l

= ±2. O momento angular l = 0 apresenta primeira transição do momento anguar com B =

23 T, segunda transição com B = 36 T e de terceira transição com B = 47 T. Diferente do

que ocorre em o �os GaN/HfO2, como mostrado na Figura 3.9, somente o buraco pesado terá

energias negativas em �os baseados com Si na região do core.
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Figura 3.13: Distribuição de energia no estado fundamental do elétron (esquerda) e do buraco

leve (direita), para diferentes valores de ∆E e εr. Fio quântico com Si na região core, com o

raio R = 10 nm.
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Figura 3.14: Distribuição de energia no estado fundamental do elétron (esquerda) e do buraco

pesado (direita), para diferentes valores de ∆E e εr. Fio quântico com GaN na região core,

com o raio R = 10 nm.

Os diagramas de fase mostrados nas Figuras 3.13 e 3.14, podem ser úteis para futuros

trabalhos experimentais de �os core-shell, tendo como material de core o Si (Figura 3.13) ou

o GaN (Figura 3.14), e diferentes materiais no shell, onde podemos mapear regiões de pontos
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com valores do potencial e da razão da constante dielétrica (∆E, εr) que permitem estimar se

o sistema exibe con�namento interfacial para alguns dos portadores. O grá�co representa a

distribuição de energia do estado fundamental para diferentes valores de ∆E e εr. A linha preta

tracejada representa uma curva isoenergética igual a zero elétron-volts (E0 = 0eV ). Estados

com energia abaixo da curva isoenergética sugerem que o portador esteja con�nado na interface,

e estados com energia acima da curva isoenergética segerem que o portador esteja con�nado no

centro da região core.



Capítulo 4

Exciton em �os quânticos core-shell com

efeito de potencial de carga imagem

Neste capítulo iremos calcular a energia de ligação e a energia total de excitons em �os

quânticos Core-Shell com interfaces abruptas, formado por materias de grande interesse para in-

dústria de dispositivos eletrônicos tais como: GaN/HfO2, Si/HfO2, AlGaAs/GaAs, GaAs/ZnSe

e Si/SiO2. A energia de ligação e a energia total dos excitons são calculadas levando em con-

sideração as contribuições das cargas imagens devido as diferentes constantes dielétricas da

região do core e shell (εr 6= 1). O modelo teórico utilizado para o cálculo da energia de liga-

ção e a energia do exciton baseia-se no metódo variacional com um parâmetro, onde utiliza-se

uma função de onda conhecida que descreve o comportamento dos portadores nas regiões de

interesse, considerando todas as contribuições das energias associadas com o potencial imagem,

sendo consistente com a aproximação da massa efetiva e a aproximação da função envelope.
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4.1 Introdução

A energia de ligação e a energia total de excitons em �os quânticos vem sendo estudados

na literatura desde 1987, com o trabalho entitulado Exciton binding energy in a quantum-

well wire, proposto por, Jerry W. Brown e Harold N. Spector e publicado na revista Physucal

Review B [74] . A partir de então, diferentes e so�sticados métodos vem sendo propostos na

literatura para cálculos de excitons [75, 76, 77, 78]. Em particular, efeitos de polarização em �os

quânticos, ocasionado por mismatch das constantes dielétricas dos materiais que constituem

o �o não vem sendo abordados com a mesma frequência, apesar de ter sido recentemente

demonstrado sua importância em �os com εr 6= 1 [16]. O cálculo da energia do exciton usado

neste trabalho considera todas as contribuições de potencial ocasionado pelo mismatch das

constantes dielétricas. O método teórico é baseado no cálculo das cargas imagens e leva em

consideração:

1. Interação Coulombiana entre elétron e buraco (Wdir);

2. Interação Coulombiana entre elétron e suas cargas imagens e entre buraco e suas cargas

imagens (Potencial de auto energia Σi(ρi));

3. Correlação eletrônica das posições do elétron e do buraco ao longo da direção ρ.

Um modelo ilustrativo do exciton é elucidado pela Figura 4.1, que representa um diagrama

de bandas de energia em um �o quântico, com exciton con�nado na região core. A energia total

do exciton é descrita pela eq. (1.35) e a energia de ligação é calculada usando método variacional

com um paramêtro, conforme descrito no capítulo 2. Nossos resultados foram obtidos para �os

com εr < 1 e para �os com εr > 1 usando três aproximações:

• AP0: Chamamos de Aproximação zero, pois neste modelo não há correção devido às

cargas imagens;

• AP1: Neste cálculo apenas um tipo de correção devido às cargas imagens é considerada:

a interação devido ao potencial de auto energia: interação do elétron e do buraco com

suas respectivas cargas imagens;

• AP2: Esta aproximação considera todas as contribuições devido às cargas imagens (po-

tencial de auto energia, e o potencial devido a interação do elétron com as imagens do

buraco e do buraco com as imagens do elétron), além da correlação eletrônica das posições

do elétron e do buraco conforme mostrado na Figura 4.2.
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Figura 4.1: - Representação esquemática de exciton no diagrama de bandas de energia em um

�o quântico com exciton con�nado na região do core.

4.2 Potenciais de interação devido as cargas imagens

No capítulo 2 foi descrito pela eq. (2.25) o Hamiltoniano relacionado com a energia de

ligação do exciton:

He−h(ρe, ρh, θ, z) = − h̄2

2µ⊥
∂2

∂z2
+Wdir (ρe − ρh) +Wind (ρe − ρh) ,

onde o segundo termo está relacionado com a interação direta Wdir de elétron e buraco e foi

descrito em detalhes na eq. 2.45. O último termo Wind está relacionado com a aproximação

AP2. As quatro possíveis correlações eletrônicas das posições do elétron e do buraco, mostradas

na Figura 4.2, de�nem um potencial Wind que será descrito de acordo com as posições, sendo

CC quando elétron e buraco encontram-se na região do core, SS ambos na posição shell, CS

elétron no core e buraco no shell, SC elétron na Shell e buraco no core:

WCC
ind (ρe, ρh) = − 2e2

4π2ε1

(εr − 1)
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkCm (kR, εr)

× cos [k (ze − zh)] cos [m (θe − θh)] Im (kρe) Im (kρh) (4.1)

W SS
ind(ρe, ρh) = − 2e2

4π2ε2

(εr − 1)
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkDm (kR, εr)

× cos [k (ze − zh)] cos [m (θe − θh)]Km (kρe)Km (kρh) (4.2)
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WCS
ind (ρe, ρh) = −

[
1

ε1

+
1

ε2

] e2

4π2
(εr − 1)

+∞∑
m=−∞

∞∫
0

dk {ε1Dm (kR, εr)

× Km(kρe)Km(kρh) + ε2Cm (kR, εr) Im(kρe)Im(kρh)}] (4.3)

W SC
ind (ρe, ρh) = −

[
1

ε1

+
1

ε2

] e2

4π2
(εr − 1)

+∞∑
m=−∞

∞∫
0

dk {ε1Dm (kR, εr)

× Km(kρe)Km(kρh) + ε2Cm (kR, εr) Im(kρe)Im(kρh)}] (4.4)

As correções para a aproximação AP2 (Wind), é um conjunto de equações de Bessel modi-

�cadas de primeiro e segundo tipo.
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Figura 4.2: Representação grá�ca das possíveis localizações dos portadores no �o quântico (a) -

Elétron e buraco no Core, suas imagens no Shell, (b) Elétron e buraco no Shell e suas imagens

no Core, (c) Elétrons no Core suas imagens no Shell, buraco no Shell e suas no Core e (d)

Elétron no Shell suas imagens no Core e buraco no Core e suas imagens no Shell.
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4.3 Resultados

A energia de ligação do exciton é obtida por meio do cálculo numérico da eq. (2.52),

h̄2

2µ⊥e−hτ
2 − e2

2πε(ρ)ε0τ

(
2
π

) 1
2

+∞∫
0

|ϕe|2ρedρe
+∞∫
0

|ϕh|2ρhdρh
2π∫
0

e−
a
2K0

(
a
2

)
dθ+

1
τ

(
2
π

) 1
2

+∞∫
0

+∞∫
0

2π∫
0

+∞∫
−∞

Wind|ϕe|2|ϕh|2e−2( zτ )
2

ρeρhdρedρhdθdz = Eb,

onde o último termo da primeira parcela representa a aproximação AP2, a qual depende de

εr 6= 1 em Wind descrito nas eq. (4.1) à eq. (4.4). A aproximação AP1 negligência o último

termo da primeira parcela e difere da aproximação AP0 pelo fato das funções de onda ϕe e ϕh,

no segundo termo da primeira parcela, serem modi�cadas pelos potenciais de auto energia Σe

e Σh , respectivamente.

( a )  ( b )
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Figura 4.3: Diagrama esquemático das interações entre os portadores e as cargas imagens

quando (a) εr < 1 e (b) εr > 1.

A Figura 4.3 (a) mostra que em sistemas com εr < 1 o potencial Wind é repulsivo, o que

pode ser observado nas eq. (4.1) à eq. (4.4), que resultam em Wind > 0. Como consequência,

a aproximação AP2 diminui a energia de ligação Eb em comparação com a aproximação AP0.

O potencial que o elétron e o buraco sentem devido as suas respectivas auto energias, Σe e Σh,

é atrativo, pelo fato destes portadores se encontrarem na região de menor constante dielétrica.

Isto produz um espalhamento da função destes portadores, e em alguns casos con�namento

interfacial, conforme observado na Figura 3.5. Como consequência a aproximação AP1 diminui

a energia de ligação em comparação com a aproximação AP0. Em comparação com AP1,

a aproximação AP2 introduz um potencial repulsivo na eq. (2.52), diminuindo energia de

ligação. Estas observações podem ser vistas na Tabela 4.1, que compara valores para a energia

de ligação Eb em �os quânticos core-shell estreitos (R = 4 nm) e largos (R = 18 nm), com as

três aproximações.
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Tabela 4.1: Comparação da energia de ligação de excitons el -lh e el -hh, com diferentes apro-

ximações, para �os estreitos R = 4 nm e �os largos R = 18 nm.

Energia de ligação R = 4 nm R = 18 nm

de exciton em meV εr AP0 AP1 AP2 AP0 AP1 AP2

Elétron - Buraco leve

GaN/HfO2 0.3800 9.158 8.86881 8.57936 3.3439 3.07105 2.80265

Si/HfO2 0.4680 9.50949 9.3655 9.12372 3.43108 3.30694 3.08274

Al0.3Ga0.7As/GaAs 1.0705 10.7452 10.815 10.9462 7.27363 7.28855 7.31744

GaAs/ZnSe 1.5949 22.1393 22.1739 22.3638 8.48284 8.5962 8.86378

Si/SiO2 3.000 49.5385 50.2812 51.1766 16.0285 16.8656 17.6815

Elétron - Buraco Pesado

GaN/HfO2 0.3800 10.9062 10.3989 10.1094 3.74233 3.023 2.7546

Si/HfO2 0.4680 12.4623 12.1813 11.9395 4.07899 3.77729 3.55309

Al0.3Ga0.7As/GaAs 1.0705 12.6935 12.878 12.9092 7.23682 7.27133 7.30021

GaAs/ZnSe 1.5949 21.5328 21.538 21.8278 8.2358 8.44683 8.71441

Si/SiO2 3.000 57.6757 58.9243 59.8198 18.2874 19.88 20.6958
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Figura 4.4: Diferença entre as aproximações AP1 e AP2 em relação a aproximação AP0 para

o valor absoluto da energia de ligação el-lh e el-hh, em função da razão εr, para nano�os com

R = 4nm (lado esquerdo) e com R = 40nm (lado direito).
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Em sistemas com εr > 1, como mostrado na Figura 4.3 (b) o potencial Wind é atrativo,

resultando em Wind < 0 nas eq. (4.1) à eq. (4.4). Neste caso a aproximação AP2 aumenta a

energia de ligação Eb em comparação com a aproximação AP0. O potencial que o elétron e o

buraco sentem devido às suas respectivas auto energias, Σe e Σh, é repulsivo, pelo fato destes

portadores se encontrarem na região de maior constante dielétrica. Assim, a função de onda do

portador estará mais compelida a se localizar em torno da região central do �o quântico. Isto

resulta que a aproximação AP1 aumenta a energia de ligação se comparada com a aproximação

AP0. Em comparação com AP1, a aproximação AP2 introduz um potencial atrativo na eq.

(2.52), aumentando a energia de ligação. Estas observações também podem ser vistas na Tabela

4.1.
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Figura 4.5: Energia de ligação em função do raio do �o para diferentes materiais, calculada

com as aproximações APO (Linha sólida preta), AP1 (•) e AP2 (∆).

A Figura 4.4 ilustra a diferença entre as aproximações AP1 e AP2 em relação a aproximação

AP0 para o valor absoluto da energia de ligação el-lh e el-hh, em função da razão εr, para

nano�os com R = 4nm (lado esquerdo) e com R = 40nm (lado direito). Este resultado expressa

a contribuição do potencial de auto energia (×) e a contribuição combinada do potencial da

auto energia com o potencialWind (◦) para a energia de ligação de el-lh e el-hh em �os quânticos

formados por diferentes materiais. Pode-se observar que quanto maior a diferença da razão εr
em relação a 1, maior serão as contribuições das aproximações AP1 e AP2.

Com o aumento do raio do �o, a energia de ligação da heteroestrutura tende para o valor

da energia de ligação no bulk. No caso dos efeitos produzidos pelas cargas imagens, quando a
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heteroestrutura tende para o bulk (raio muito grande), o efeito dos potenciais Σe,h e Wind tende

a zero. Este resultado pode ser observado na Figura 4.5, que mostra o valor da energia de

ligação em função do raio, para os �os quânticos GaAs/ZnSe, GaN/HfO2, Si/HfO2 e Si/SiO2.

Em termos energéticos em GaN/HfO2 com R = 4 nm a aproximação AP2 produz uma correção

absoluta de 0.3 meV em relação à AP1. Esta correção diminui para 0.25 meV para o raio

R = 18 nm. Em �os Si/SiO2 a correção é de 0.9 meV com R = 4 nm e de 0.8 meV com R = 18

nm.

A ordem de grandeza da energia de ligação apresentada neste trabalho é 3 vezes menor

que a ordem de grandeza da energia total do exciton, os resultados da energia de ligação são

plotados em meV , enquanto que os resultados para a energia total de exciton, mostrado na

Tabela 4.2, são expostos em eV . Esta diferença na ordem de grandeza ocorre porque a energia

total do exciton depende do gap do material da região core.

Eexc = Egap + Ee + Eh − |Eb|,

onde, conforme discutido antes, a energia Eb é a energia mínima para manter o par elétron-

buraco ligado, e o sinal negativo no seu valor absoluto garante que esta energia é perdida pelo

par. Então, enquanto os valores do gap, da energia do elétron e energia do buraco aumentam

a energia do exciton, a energia de ligação diminui o seu valor. A energia do exciton calculada

utilizando a aproximação AP1 leva em consideração o efeito do potencial de auto energia Σe,h,

que altera a energia dos portadores e a energia de ligação por meio da função de onda que é

espalhada (εr < 1) ou compelida para a região central do �o (εr > 1). A aproximação AP2,

para o cálculo da energia total do exciton, apenas acrescenta o efeito do potencial Wind, o qual

expressa a interação do elétron com as imagens do buraco e do buraco com as imagens do

elétron.

Em sistemas onde εr < 1, a energia do portador diminui com a aproximação AP1, podendo

ocorrer con�namento interfacial com energia negativa, como por exemplo, em �os GaN/HfO2

com raio de 18 nm. Este efeito produz uma energia total de exciton menor que a energia do

gap do material na região core, como pode ser observado na Tabela 4.2. O caráter repulsivo

do potencial Wind usado na aproximação AP2 aumenta a energia do exciton em relação a

aproximação AP1, embora esta diferença seja muito pequena, da ordem de décimos meV . Em

casos onde o sistema possui εr > 1, o potencial de auto energia da aproximação AP1 é repulsivo

fazendo com que a energia do portador aumente, consequentemente, aumentando a energia do

exciton em relação a aproximação AP0. Por outro lado, o caráter atrativo do potencial Wind,

aproximação AP2, produz um aumento no valor absoluto da energia de ligação e um decréscimo

na energia total de exciton em relação a aproximação AP1, Tabela 4.2. A Figura 4.6 mostra a

dependência da energia total do exciton com o raio do �o para diferentes materiais com εr < 1

e εr > 1.

Em geral a energia de ligação de exciton em �os quânticos é da ordem de algumas unidades

de meV [37, 59] devido ao con�namento cilíndrico da heteroestrutura, com isso, a energia

de ligação calculada por métodos variacionais apresenta aproximações com melhores precisões

quando comparadas com outros métodos, como exemplo o método do potencial efetivo que

superestima o valor da energia de ligação [43].
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Tabela 4.2: Comparação da energia total de excitons el -lh e el -hh, com diferentes aproximações,

para �os estreitos R = 4 nm e �os largos R = 18 nm.

Energia total R = 4 nm R = 18 nm

de exciton em eV εr AP0 AP1 AP2 AP0 AP1 AP2

Elétron - Buraco leve

GaN/HfO2 0.3800 3.37841 3.34288 3.34317 3.30227 3.29623 3.29650

Si/HfO2 0.4680 1.23592 1.21233 1.21257 1.12450 1.12050 1.12073

Al0.3Ga0.7As/GaAs 1.0705 1.50360 1.50435 1.50432 1.43049 1.43094 1.43091

GaAs/ZnSe 1.5949 1.58449 1.60083 1.60054 1.43142 1.43511 1.43484

Si/SiO2 3.0000 1.19164 1.24396 1.24307 1.11179 1.12113 1.12031

Elétron - Buraco Pesado

GaN/HfO2 0.3800 3.35002 3.31607 3.31636 3.30025 3.29422 3.29449

Si/HfO2 0.4680 1.18478 1.16280 1.16304 1.12075 1.11691 1.11714

Al0.3Ga0.7As/GaAs 1.0705 1.48363 1.48501 1.48498 1.42668 1.42710 1.42707

GaAs/ZnSe 1.5949 1.52237 1.53861 1.53832 1.42672 1.43023 1.42996

Si/SiO2 3.0000 1.15155 1.20059 1.19970 1.10673 1.11500 1.11419
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Figura 4.6: Energia de exciton para os nano�os de GaAs/ZnSe, GaN/HfO2, Si/HfO2 e Si/SiO2

para os potencial APO (∆), AP1 (•) e AP2 (Linha preta sólida).



Capítulo 5

Conclusões e perspectivas

Pesquisas atuais, tanto no campo teórico quanto experimental, têm buscado o crescimento

de novos materiais em dispositivos de modo que atendam as exigências do mercado tecnológico.

SiO2 é o material mais utilizados como porta óxida, embora apresente limitações devido a ele-

vada corrente de tunelamento quando são crescidos com espessuras menores de 1.0 nm [72, 73].

Este fato submete a indústria de tecnologia de semicondutores a se adequarem utilizando novas

técnicas de modo que contínue consolidada neste mercado. Cálculos teóricos das estruturas

eletrônicas são realizados com aproximações bem de�nidos na literatura.

Nesta dissertação foi estudado o con�namento de portadores em �os quânticos core-shell

formados por materiais de grande importância para a indústria eletrônica: AlGaAs/GaAs,

GaAs/ZnSe, GaN/HfO2, Si/HfO2 e Si/SiO2. O foco do trabalho foi investigar propriedades

eletrônicas de portadores con�nados nestes sistemas, com ênfase nos efeitos ocasionados pelo

descasamento das constantes dielétricas nas interfaces destas heteroestruturas. O método uti-

lizado para estudar o efeito ocasionado pelo descasamento das constantes dielétricas é baseado

no método das cargas imagens.

Os resultados mostraram que os efeitos do potencial de auto energia, devido as cargas ima-

gem, modi�cam fortemente a estrutura eletrônica. A propriedade atrativa do potencial, em

sistemas com εr = ε1/ε2 < 1, gera cúspides na região da interface do potencial de con�namento

de portadores. Em alguns casos estas cúspides têm profundidade su�ciente para atrair portado-

res para as regiões interfaciais. O con�namento interfacial depende basicamente das grandezas

(i) massa efetiva m‖i , (ii) profundidade do potencial devido ao não alinhamento das bandas

de energia ∆Ei(ρi) e (iii) razão entre as constantes dielétricas εr. O fato do portador estar

con�nado na região interfacial afeta a e�ciência das transições ópticas. Propriedades ópticas e

eletrônicas destes sistemas foram calculadas levando em consideração regimes de con�namentos

em �os com raios estreitos e �os com raios largos. Os resultados indicam que para ligas onde

εr < 1, não é viável negligenciar os efeitos do potencial de auto energia. Em sistemas onde

εr > 1 o potencial de auto energia apenas suaviza o per�l do potencial na região de inteface.

Como o potencial causado pela auto energia é repulsivo, os portadores �cam mais con�nados

na região central do �o quântico aumentando a energia dos portadores. O efeito provocado

pelo potencial de auto energia sobre as propriedades eletrônicas dos portadores é de natureza

quantitativa, diferente do que ocorre em alguns casos com εr < 1, onde os modelos usuais para
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o cálculo de energia de portadores em �os quânticos não se aplicam.

Os cálculos da energia de ligação foram realizados usando três aproximações, AP0 que não

considera efeitos causado pelas cargas imagens; AP1 que considera o potencial de auto energia

causada pelo portador, interação do portador com suas cargas imagem; AP2 que considera todas

as contribuições de potenciais devido as cargas imagens. Devido ao con�namento cilíndrico, a

energia de ligação em �os quânticos é da ordem de algumas dezenas de meV , e efeitos devido as

cargas imagem não tem in�uência qualitativa na energia de ligação e energia total de excitons,

produzindo efeitos apenas quantitativos da ordem de algumas unidades de meV .

A maioria dos materiais utilizados na indústria tem εr > 1, e em modelos teóricos que

descrevem as propriedades eletrônicas destes materiais, em geral, negligenciam as contribuições

devido à cargas imagens. Porém, recentemente heteroestruturas do tipo Si/HfO2, Si/SrTiO3,

GaN/HfO2 entre outras, com εr < 1, têm sido utilizadas para a fabricação de dispositivos

eletrônicos, e efeitos de potencial imagem torna-se importante em modelos teóricos.

Como perspectivas futuras, o tema abordado na presente dissertação tem fôlego para dar

origem a três novos trabalhos:

1. Cálculo das propriedades eletrônicas (densidade de estados, bandas de energias) da im-

pureza por meios de métodos auto consistentes das soluções das equações de Schrödinger

e Poisson;

2. Cálculo da corrente de tunelamento em �o quântico core-multishell ;

3. Estudo de mobilidade eletrônica dos portadores ao longo do eixo z.



Apêndice A

A.1 Potencial de Auto Energia

Os potenciais que descrevem o efeito imagem no con�namento de portadores em �os quân-

ticos são solução da equação de Poisson. Estes cálculos são nescessários devido as constantes

dielétricas terem valores diferentes. Assim, a equação de Poisson apropriada para este problema

é:

ε1∇2V (r, r′) = −eδ(r − r′) para |ρ| < R

ε2∇2V (r, r′) = 0 para |ρ| > R
(A.1)

onde a solução para a equação de Poisson para cada região é dado por:

Para cargas localizadas na região do core os potenciais são dados por:

• 1o caso: potencial no core (Vin)

• 2o caso: potencial no shell (Vout)

Para ρ ≤ R o potencial é dado por (1o caso):

Vin(r, r′) =
e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos[k(z − z′)]Cm
(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρ)Im(kρ′)

 (A.2)

onde Cm
(
kR, ε1

ε2

)
é dado por:

Cm

(
kR,

ε1

ε2

)
=

Km(kR)K ′m(kR)

Im(kR)K ′m(kR)− ε1
ε2

I ′m(kR)Km(kR)
(A.3)

Para ρ > R o potencial é dado por (2o caso):

Vout(r, r
′) =

2e

4π2ε1

+∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

∞∫
0

dk cos [k (z − z′)]

×


(
ε1
ε2
− 1
)
Im(kR)K ′m(kR)

Im(kR)K ′m(kR)− ε1
ε2
I ′m(kR)Km(kR)

+ 1

 [Im(kρ′)km(kρ)] (A.4)
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Estes potenciais acima obtidos são válidos para quando a carga estiver localizada na região

anterior à interface (ρ ≤ R). Para a carga localizada na outra região (ρ > R), resolve-se a

equação de Poisson onde agora:

ε1∇2Vin(r, r′) = 0 para |ρ| < R

ε2∇2Vout(r, r
′) = −eδ (r − r′) para |ρ| > R

(A.5)

E a solução para a equação de Poisson para a carga localizada na segunda região (ρ > R)

é dada por:

• 3o caso: potencial no core (Vin)

• 4o caso: potencial no shell (Vout)

Para ρ ≤ R, o potencial é dado por (3o caso):

Vin(r, r′) =
2e

4π2ε2

+∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)
∫ ∞

0

dk cos [k (z − z′)]

×


(
ε1
ε2
− 1
)
I ′m(kR)Km(kR)

Im(kR)K ′m(kR)− ε1
ε2
I ′m(kR)Km(kR)

+ 1

Km(kρ′)Km(kρ) (A.6)

Para ρ > R, o potencial é dado por (4o caso):

Vout(r, r
′) =

e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos[k(z − z′)]Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
Km(kρ)Km(kρ′)

 (A.7)

onde Dm

(
kR, ε1

ε2

)
é dado por:

Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
=

Im(kR)I ′m(kR)

Im(kR)K ′m(kR)− ε1
ε2
I ′m(kR)Km(kR)

(A.8)

onde Im(kR) e Km(kR) (I ′m(kR) e K ′m(kR)) são as funções modi�cadas de Bessel de primeiro

e segundo tipo, respectivamente (derivadas das funções modi�cadas de Bessel de primeiro e

segundo tipo, respectivamente).

Após descrever todos os potenciais possíveis para a cargas nas duas regiões do �o quântico,

a proxíma etapa é calcular o potencial de auto-energia W (re, rh) com os portadores localizados

nas regiões:
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Para o primeiro caso temos os portadores na região do core, ilustrado na Figura A.1:
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W
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W
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Core Shell

Wind,S / 2

Wind,S / 2

Figura A.1: - Representação grá�ca da localização dos portadores, sendo que o elétron e o

buraco estão na região do core e suas imagens na região do shell.

W (re, rh) =
1

2

∫
dre[δ(r − re)− δ(r − rh)][Vin(r, re)− Vin(r, rh)]. (A.9)

W (re, rh) =
1

2

{∫
dreδ(r − re)Vin(r, re) +

−
∫
dreδ(r − re)Vin(r, rh)+

−
∫
dreδ(r − rh)Vin(r, re)+

−
∫
dreδ(r − rh)Vin(r, rh)

}
. (A.10)

Resolvendo a primeira integral, teremos:

I =

∫
dreδ(r − re)Vin(r, re) (A.11)

I =

∫
dreδ (r − re)

e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Cm
(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρ)Im(kρ′)

 (A.12)

I =

 e2

4πε1 |r − re|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
×Im(kρe)Im(kρe)] (A.13)

de modo que:

I =

[
e2

4πε1 |r − re|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

)
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×
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρe)Im(kρe)

 (A.14)

Resolvendo a segunda integral, teremos:

II =

∫
dreδ(r − re)Vin(r, rh) (A.15)

II =

∫
dreδ (r − re)

e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Cm
(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρ)Im(kρ′)

 (A.16)

Assim:

II =
e2

4πε1 |r − re|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
× cos [k (z − ze)] cos [m (θ − θe)] Im(kρe)Im(kρh)] (A.17)

Foi omitido termo isen[m(θ − θ′)] pelo fato de pertencer ao conjunto dos números complexos,

e não ser relevante no problema em questão.

Resolvendo a terceira integral teremos:

III =

∫
dreδ(r − rh)Vin(r, re) (A.18)

III =

∫
dreδ (r − rh)

e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Cm
(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρ)Im(kρ′)

 (A.19)

Assim:

III =
e2

4πε1 |r − rh|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
× cos [k (z − zh)] cos [m (θ − θh)] Im(kρh)Im(kρe)] (A.20)

E por �nal resolvendo IV teremos:

IV =

∫
dreδ(r − rh)Vin(r, rh) (A.21)

IV =

∫
dreδ (r − rh)

e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)
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×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Cm
(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρ)Im(kρ′)

 (A.22)

IV =

 e2

4πε1 |r − rh|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
×Im(kρh)Im(kρh)] (A.23)

de modo que:

IV =

[
e2

4πε1 |r − rh|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

)

×
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
I2
m(kρh)

 (A.24)

Assim, temos que:

W (re − rh) =
1

2
[(I + IV )− (II + III)] (A.25)

Tomando a variação de W, teremos:

δW (re − rh) = Wdir(re, rh) + Σe,h(re, rh) +Wind(re, rh) (A.26)

onde Wdir(re, rh) é o potencial de interação Coulombiano direto entre os portadores (elétrons e

buracos) que é descrito matematicamente por:

Wdir(re, rh) = − e2

4πε1

1

|re − rh|
(A.27)

Já o potencial de interação entre os portadores e suas proprias imagens é dado por (e x e' / h x h'):

Σe,h(re, rh) =
1

2
[I + IV ] (A.28)

Σe,h(re, rh) =
e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
[
I2
m(kρe) + I2

m(kρh)
]

(A.29)

No caso do potencial de interação entre os portadores e as imagens trocadas (e x h' / h x e') é

dado por:

Wind(re, rh) = −1

2
[II + III] (A.30)

Wind(re, rh) = − 2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
× cos [k (ze − zh)] cos [m (θe − θh)] Im (kρe) Im (kρh) (A.31)
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Para o segundo caso onde os portadores se encontram na região do shell como mostrado na

Figura A.2:

e’

h

e

h’

e1 e2

W
di

r

Core Shell

Wind,S / 2

Wind,S / 2

Figura A.2: - Representação grá�ca da localização dos portadores, sendo que o elétron e o

buraco estão na região do shell, e suas imagens na região do core.

W (re, rh) =
1

2

∫
dre[δ(r − re)− δ(r − rh)][Vout(r, re)− Vout(r, rh)]. (A.32)

W (re, rh) =
1

2

{∫
dreδ(r − re)Vout(r, re) +

−
∫
dreδ(r − re)Vout(r, rh)+

−
∫
dreδ(r − rh)Vout(r, re)+

+

∫
dreδ(r − rh)Vout(r, rh)

}
. (A.33)

Resolvando a Primeira integral, teremos:

I =

∫
dreδ(r − re)Vout(r, re) (A.34)

I =

∫
dreδ (r − re)

e

4πε2

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
Km(kρ)Km(kρ′)

 (A.35)

I =
e2

4πε2 |r − re|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
×Km(kρe)Km(kρe) (A.36)

Assim:
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I =
e2

4πε2 |r − re|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

)

×
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
K2

m(kρe) (A.37)

Resolvendo para a segunda integral, teremos:

II =

∫
dreδ(r − re)Vout(r, rh) (A.38)

II =

∫
dreδ (r − re)

e

4πε2

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
Km(kρ)Km(kρ′)

 (A.39)

Assim:

II =
e2

4πε2 |r − re|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
× cos [k (z − ze)] cos [m (θ − θe)] Km(kρe)Km(kρh)] (A.40)

Analogamente, nas integrais anteriores foi omitido o termo isen[m(θ − θ′)] pelo fato de perten-
cer ao conjunto dos números complexos, e não ser relevante no problema em questão.

Resolvendo a terceira integral, teremos:

III =

∫
dreδ(r − rh)Vout(r, re) (A.41)

III =

∫
dreδ (r − rh)

e

4πε2

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
Km(kρ)Km(kρ′)

 (A.42)

Assim:

III =
e2

4πε2 |r − rh|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
× cos [k (z − zh)] cos [m (θ − θh)] Km(kρh)Km(kρe)] (A.43)

E por �nal resolvendo IV, teremos:

IV =

∫
dreδ(r − rh)Vout(r, rh) (A.44)
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IV =

∫
dreδ (r − rh)

e

4πε2

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
Km(kρ)Km(kρ′)

 (A.45)

IV =
e2

4πε2 |r − rh|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
×Km(kρh)Km(kρh) (A.46)

de modo que:

IV =
e2

4πε2 |r − rh|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

)

×
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
K2
m(kρh) (A.47)

Assim, temos que:

W (re − rh) =
1

2
[(I + IV )− (II + III)] (A.48)

Tomando a variação de W, teremos:

δW (re − rh) = Wdir(re, rh) + Σe,h(re, rh) +Wind(re, rh) (A.49)

onde Wdir(re, rh) é o potencial de interação Coulombiano direto entre os portadores (elétrons e

buracos) que é descrito por:

Wdir(re, rh) = − e2

4πε2

1

|re − rh|
(A.50)

Já o potencial de interação entre os portadores e suas próprias imagens é dado por (e x e' / h x h'):

Σe,h(re, rh) =
1

2
[I + IV ] (A.51)

Σe,h(re, rh) =
e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
[
K2

m(kρe) +K2
m(kρh)

]
(A.52)

No caso do potencial de interação entre os portadores e as imagens trocadas (e x h' / h x e') é

dado por:

Wind(re, rh) = −1

2
[II + III] (A.53)
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Wind(re, rh) = − 2e2

4π2ε2

(
ε2

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
× cos [k (ze − zh)] cos [m (θe − θh)]Km (kρe)Km (kρh) (A.54)

Para o terceiro o caso onde o elétron está na região do core e o buraco na região do shell

como ilustrado na Figura A.3:
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W
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Figura A.3: - Representação grá�ca da localização dos portadores, sendo que o elétron está

na região do core e o buraco está na região do shell e suas imagens estão respectivamente na

região do shell e do core.

W (re, rh) =
1

2

∫
dre[δ(r − re)− δ(r − rh)][Vin(r, re)− Vout(r, rh)]. (A.55)

W (re, rh) =
1

2

{∫
dreδ(r − re)Vin(r, re) +

−
∫
dreδ(r − re)Vout(r, rh)+

−
∫
dreδ(r − rh)Vin(r, re)+

+

∫
dreδ(r − rh)Vout(r, rh)

}
. (A.56)

Resolvando a primeira integral, teremos:

I =

∫
dreδ(r − re)Vin(r, re) (A.57)

I =

∫
dreδ (r − re)

e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Cm
(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρ)Im(kρ′)

 (A.58)
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I =
e2

4πε1 |r − re|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
×Im(kρe)Im(kρe) (A.59)

de modo que:

I =
e2

4πε1 |r − re|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

)

×
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
I2
m(kρe) (A.60)

Resolvendo para a segunda integral, encontramos:

II =

∫
dreδ(r − re)Vout(r, rh) (A.61)

II =

∫
dreδ (r − re)

e

4πε2

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
Km(kρ)Km(kρ′)

 (A.62)

Assim:

II =
e2

4πε2 |r − re|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
× cos [k (z − ze)] cos [m (θ − θe)] Km(kρe)Km(kρh)] (A.63)

Como nos casos anteriores foi negligenciado o termo isen[m(θ − θ′)].
Resolvendo a terceira integral, encontramos:

III =

∫
dreδ(r − rh)Vin(r, re) (A.64)

III =

∫
dreδ (r − rh)

e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Cm
(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρ)Im(kρ′)

 (A.65)

de modo que:

III =
e2

4πε1 |r − rh|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
× cos [k (z − zh)] cos [m (θ − θh)] Im(kρh)Im(kρe)] (A.66)
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E por �nal resolvendo IV:

IV =

∫
dreδ(r − rh)Vout(r, rh) (A.67)

IV =

∫
dreδ (r − rh)

e

4πε2

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
Km(kρ)Km(kρ′)

 (A.68)

IV =
e2

4πε2 |r − rh|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
×Km(kρh)Km(kρh) (A.69)

Assim:

IV =
e2

4πε2 |r − rh|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

)

×
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
K2
m(kρh) (A.70)

Analogamente o 1o e 2o caso, temos que:

W (re − rh) =
1

2
[(I + IV )− (II + III)] (A.71)

Tomando a variação de W:

δW (re − rh) = Wdir(re, rh) + Σe,h(re, rh) +Wind(re, rh) (A.72)

onde: Wdir(re, rh) é o potencial de interação Coulombiano direto entre os portadores (elétrons

e buracos), que é descrito por:

Wdir(re, rh) = −
[

1

ε1

+
1

ε2

]
e2

4π

1

|re − rh|
(A.73)

Já o potencial de interação entre os portadores e suas próprias imagens é dado por (e x e' / h x h'):

Σe,h(re, rh) =
1

2
[I + IV ] (A.74)

Σe,h(re, rh) =

[
1

ε1

+
1

ε2

] e2

4π2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dk

×
{[

ε1Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
K2

m(kρh)

]
+

[
ε2Cm

(
kR,

ε1

ε2

)
I2
m(kρe)

]}]
(A.75)

No caso do potencial de interação entre os portadores e as imagens trocadas (e x h' / h x e'),

é dado por:
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Wind(re, rh) = −1

2
[II + III] (A.76)

Wind(re, rh) = −
[

1

ε1

+
1

ε2

] e2

4π2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dk

{
ε1Dm

(
kR,

ε1

ε2

)

× Km(kρe)Km(kρh) + ε2Cm

(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρe)Im(kρh)

}]
(A.77)

Quarto e último caso, elétron está na região do shell e o buraco na região do core, como

denotado na Figura A.4:

e’

h

e

h’

e1 e2
W

in
d 

/ 
2

W
di

r

Core Shell

Wind,S / 2

Wind,S / 2

W
in

d/
2

Figura A.4: - Representação grá�ca da localização dos portadores, sendo que o elétron está

na região do shell e o buraco está na região do core e suas imagens estão respectivamente na

região do core e do shell.

W (re, rh) =
1

2

∫
dre[δ(r − re)− δ(r − rh)][Vout(r, re)− Vin(r, rh)]. (A.78)

W (re, rh) =
1

2

{∫
dreδ(r − re)Vout(r, re) +

−
∫
dreδ(r − re)Vin(r, rh)+

−
∫
dreδ(r − rh)Vout(r, re)+

+

∫
dreδ(r − rh)Vin(r, rh)

}
. (A.79)

Resolvando a primeira integral, teremos:

I =

∫
dreδ(r − re)Vout(r, re) (A.80)

I =

∫
dreδ (r − re)

e

4πε2

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)
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×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
Km(kρ)Km(kρ′)

 (A.81)

I =
e2

4πε2 |r − re|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
×Km(kρe)Km(kρe) (A.82)

de modo que:

I =
e2

4πε2 |r − re|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

)

×
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
K2

m(kρe) (A.83)

Resolvendo para a segunda integral, teremos:

II =

∫
dreδ(r − re)Vin(r, rh) (A.84)

II =

∫
dreδ (r − re)

e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Cm
(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρ)Im(kρ′)

 (A.85)

Assim:

II =
e2

4πε1 |r − re|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
× cos [k (z − ze)] cos [m (θ − θe)] Im(kρe)Im(kρh)] (A.86)

Como nos casos anteriores foi negligênciado o termo isen[m(θ − θ′)]. Resolvendo a terceira

integral teremos:

III =

∫
dreδ(r − rh)Vout(r, re) (A.87)

III =

∫
dreδ (r − rh)

e

4πε2

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
Km(kρ)Km(kρ′)

 (A.88)

Assim:

III =
e2

4πε2 |r − rh|
+

2e2

4π2ε2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkDm

(
kR,

ε1

ε2

)
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× cos [k (z − zh)] cos [m (θ − θh)] Km(kρh)Km(kρe)] (A.89)

E por �nal resolvendo a quarta integral:

IV =

∫
dreδ(r − rh)Vin(r, rh) (A.90)

IV =

∫
dreδ (r − rh)

e

4πε1

[
1

|r − r′|
+

2

π

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

eim(θ−θ′)

×
∞∫

0

dk cos [k (z − z′)]Cm
(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρ)Im(kρ′)

 (A.91)

IV =
e2

4πε1 |r − rh|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
×Im(kρh)Im(kρh) (A.92)

de modo a se ter:

IV =
e2

4πε1 |r − rh|
+

2e2

4π2ε1

(
ε1

ε2

− 1

)

×
+∞∑

m=−∞

∞∫
0

dkCm

(
kR,

ε1

ε2

)
I2
m(kρh) (A.93)

Analogamente aos casos anteriores, temos que:

W (re − rh) =
1

2
[(I + IV )− (II + III)] (A.94)

Tomando a variação de W:

δW (re − rh) = Wdir(re, rh) + Σe,h(re, rh) +Wind(re, rh) (A.95)

onde: Wdir(re, rh) é o potencial de interação Coulombiano direto entre os portadores (elétrons

e buracos), que é descrito por:

Wdir(re, rh) = −
[

1

ε1

+
1

ε2

]
e2

4π

1

|re − rh|
(A.96)

Já o potencial de interação entre os portadores e suas próprias imagens é dado por (e x e' / h x h'):

Σe,h(re, rh) =
1

2
[I + IV ] (A.97)

Σe,h(re, rh) =

[
1

ε1

+
1

ε2

] e2

4π2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dk

×
{[

ε1Dm

(
kR,

ε1

ε2

)
K2

m(kρh)

]
+

[
ε2Cm

(
kR,

ε1

ε2

)
I2
m(kρe)

]}]
(A.98)
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No caso do potencial de interação entre os portadores e as imagens trocadas (e x h' / h x e') é:

Wind(re, rh) = −1

2
[II + III] (A.99)

Wind(re, rh) = −
[

1

ε1

+
1

ε2

] e2

4π2

(
ε1

ε2

− 1

) +∞∑
m=−∞

∞∫
0

dk

{
ε1Dm

(
kR,

ε1

ε2

)

× Km(kρe)Km(kρh) + ε2Cm

(
kR,

ε1

ε2

)
Im(kρe)Im(kρh)

}]
(A.100)
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